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Prefacio 


Este libro se ideo como un texto breve para un curso semestral de algebra lineal 
Excepto por algun ejemplo o ejercicio ocasional, la logica del texto es indepen- 
diente del calculo, y se podria utilizar desde los primeros cursos. En la practica, 
mi intencion es que lo utilicen principalmente los estudiantes que hayan cursado 
dos o tres semestres de calculo. Tambien se podria impartir el curso en forma 
simultanea con el primer curso de calculo, o inmediatamente despues de el. 

He incluido algunos ejemplos de espacios vectoriales de funciones, aunque 
quienes deseen concentrarse en forma exclusiva en el estudio del espacio eucli- 
diano podrfan omitirlos del todo sin afectar la compresion del resto del libro. 
Ademas, si a algun lector le desagrada trabajar con n = n, siempre puede supo- 
ner que n = 1, 2 6 3, y eliminar otras interpretaciones. Sin embargo, dicho lector 
deberfa observar que el uso de n = n simplifica algunas formulas, abreviandolas 
por ejemplo, y deberia tratar de alcanzar este nivel tan pronto como fuera posi- 
ble. Por otra parte, como se quiere cubrir los casos n = 2 y n = 3, por lo menos, 
al usar n para denotar cualquiera de estos niimeros se evitan repeticiones muy 
tediosas. 

El primer capitulo persigue varios propositos. Primero, y ante todo, esta- 
blecer la conexion fundamental entre el algebra lineal y la intuicion geometrica. 
Ciertamente, hay cuando menos dos aspectos del algebra lineal: la manipulacion 
formal de los calculos con matrices y la interpretacion geometrica. No es mi 
deseo abogar por uno o por otro, pero si considero que basar las manipulacio- 
nes formales en contextos geometricos proporciona un muy valioso antecedente 
a las personas que usan el algebra lineal. Segundo, este primer capitulo brinda 
de inmediato ejemplos concretos, con coordenadas, de combinaciones lineales, 
perpendicularidad y otras nociones que se desarrollan mas adelante. Ademas del 
contexto geometrico, el estudio de estas nociones suministra ejemplos de subes- 
pacios y tambien proporciona una interpretacion fundamental de las ecuaciones 
lineales. Por tanto, el primer capitulo brinda una rapida vision global de mu- 
chos temas del libro. El contenido del primer capitulo tambien corresponde a los 
aspectos fund ament ales de los cursos de calculo en cuanto a funciones de 
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varias variables, lo cual nos permite desarrollar much as cosas sin el empleo de 
las matrices mas generales. Si en algun otro curso los estudiantes han cubierto el 
material correspondiente al Capitulo I, o si el instructor desea trabajar a fondo 
con las matrices recurriendo a otros medios, entonces puede omitirse el primer 
capitulo o usarse en forma selectiva para motivar a los alumnos o para aplicar 
ejemplos. 

Despues de este capitulo introductory, comenzamos con ecuaciones lineales, 
matrices y la eliminacion de Gauss. Este capitulo hace enfasis en los aspectos 
de computo del algebra lineal. Luego trabajamos con espacios vectoriales, apli- 
caciones lineales y productos escalares, y sus relaciones con las matrices. Esto 
combina el aspecto computacional con el teorico. 

Los determinantes se tratan en forma mas breve que en la primera edicion de 
este libro, y se suprimen varias pruebas. Los estudiantes interesados en la teoria 
pueden recurrir a un tratamiento mas completo en libros teoricos de algebra 
lineal. 

Inclui un capitulo sobre valores propios y vectores propios, el cual permite 
practicar con nociones que se estudiaron previamente y sirve como introduccion 
al material que se usa en forma constante en todas partes de las matematicas y 
sus aplicaciones. 

Agradezco efusivamente a Toby Orloff y Daniel Horn, quienes impartieron 
el curso con una version preliminar de este libro, sus valiosos comentarios y 
correcciones. 
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CAPITULO I 


Vectores 


El concepto de vector es basico para el estudio de las funciones de varias variables. 
Suministra una motivacion geometrica para todo lo que sigue. Por tanto, las 
propiedades de los vectores, tanto algebraicas como geometricas, se estudiaran 
en detalle. 

Una caracterfstica significativa de todos los enunciados y las demostraciones 
de esta parte es que no son ni mas sencillos ni mas dificiles de probar en el espacio 
de 3 dimensiones que lo que resultan ser en el espacio de 2 dimensiones. 


I, §1. Definition de puntos en el espacio 

Sabemos que se puede usar un numero para representar un punto sobre una 
recta, una vez que se ha escogido una unidad de longitud. 
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Figura 1 
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Se puede usar un par de mimeros (esto es, una pareja de numeros) (£, y) para 
representar un punto en un piano. 

Esto se puede representar como en la figura 1. 

Observemos ahora que se puede usar una terna de numeros (x,y,z) para 
representar un punto en el espacio, esto es, en el espacio tridimensional o espacio 
de 3 dimensiones. Simplemente se introduce un eje mas. La figura 2 ilustra este 
hecho. 


eje 2 



eje y 


Figura 2 


Podrfamos usar tambien (x\, £ 2 , ^ 3 ) en lugar de x, y } z . La recta se podria 
llamar espacio de dimension 1 y el piano espacio de dimension 2. 

Asi pues, podemos decir que un numero representa un punto en el espacio 
de 1 dimension. Una pareja representa un punto en el espacio de 2 dimensiones. 
Una terna representa un punto en el espacio de 3 dimensiones. 

Aunque no podamos continuar dibujando diagramas, nada nos impide consi- 
derar una cuadrupla de numeros. 

(*El> »^3> £4) 

y afirmar que esta es un punto en el espacio de 4 dimensiones. Una qumtupla 
serfa un punto en el espacio de 5 dimensiones, luego vendria una sextupla, una 
septupla, una octupla, ... 

Podemos ir mas alia y definir un punto en el espacio de n dimensiones 
como la n-tupla de numeros 


(^ 1 , X 2 ) . • . , x n ) , 


si n es un entero positivo. Denotaremos con una X mayuscula dicha n-tupla 
y procuraremos reservar las letras mimisculas para representar numeros y las 
letras mayusculas para representar puntos. Llamaremos a los numeros £ 1 , . . . , x n 
coordenadas del punto X . Por ejemplo, en el espacio de 3 dimensiones, 2 
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[I. §1] 

es la primera coordenada del punto (2, 3, —4) y —4 es la tercera coordenada. 
Denotamos el espacio de n -dimensiones con R n . 

En su mayoria, nuestros ejemplos ilustraran el caso en que n — 2 o bien 
n = 3. Asi, el lector podra encontrar cualquiera de estos dos casos a lo largo del 
libro. Sin embargo, es necesario hacer tres comentarios. 

Primero, tenemos que manejar n = 2 y n = 3, de manera que, con el objeto 
de evitar much as repeticiones, resulta util contar con una notacion que cubra 
ambos casos simultaneamente, aun si con frecuencia repetimos la formulacion de 
ciertos result ados por separado para ambos casos. 

Segundo, ningun teorema o formula es mas simple al suponer que n = 2 o 
n = 3. 

Tercero, el caso n = 4 sf se presenta en ffsica. 

Ejemplo 1 . Un ejemplo clasico del espacio de 3 dimensiones es, desde luego, 
el espacio en que vivimos. Despues de haber escogido un origen y un sistema 
de coordenadas, podemos describir la posicion de un punto (cuerpo, particula, 
etc.) mediante 3 coordenadas. Ademas, como es bien sabido, resulta conveniente 
extender este espacio a otro de 4 dimensiones, en donde la cuarta coordenada 
es el tiempo, escogiendo el origen de este en la fecha del nacimiento de Cristo, 
por ejemplo, aunque esto es puramente arbitrario (quiza seria mas conveniente 
escoger como origen el nacimiento del sistema solar o el nacimiento de la Tierra, 
si pudieramos determinarlos con precision). Asf, un punto con coordenada de 
tiempo negativa es un punto a.C. y un punto con coordenada de tiempo positiva 
es un punto d.C. 

No obstante, no hay que pensar que “el tiempo es la cuarta dimension”. 

El espacio de 4 dimensiones que acabamos de mencionar es solo un ejemplo 

posible. En economia, pongamos por caso, se usa un espacio muy diferente que 
toma como coordenadas, por ejemplo, la cantidad de dolares gastada en cada 
industria. De este modo, podriamos trabajar con un espacio de 7 dimensiones 
cuyas coordenadas correspondieran a las siguientes industrias: 

1. Acero 2. Automoviles 3. Productos Agricolas 4. Pesca 

5. Productos quimicos 6. Ropa 7. Transposes. 

Convengamos en que un megadolar por ano es la unidad de medida. Luego, un 
punto 

(1 000, 800, 550, 300, 700, 200, 900) 

<*n este espacio de 7 dimensiones significarfa que la industria del acero gasto 
mil millones de dolares en el ario indicado y que la industria qui'mica gasto 700 
millones de dolares en ese ano. 
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La idea de considerar el tiempo como una cuarta dimension es muy antigua. 
Ya en la Encyclopedic de Diderot, que data del siglo xvill, d’Alembert escribe 
lo siguiente en su articulo sobre “dimension” : 

Cette maniere de considerer les quantites de plus de trois dimensions est aussi exacte 
que l’autre, car les lettres peuvent toujours etre regardees comme representant des 
nombres rationnels ou non. J’ai dit plus haut qu’il n’etait pa s possible de conce- 
voir plus de trois dimensions. Un homme d’esprit de ma connaissance croit qu’on 
pourrait cependant regarder la duree comme une quatrieme dimension, et que le 
produit temps par la solidite serait en quelque maniere un produit de quatre di- 
mensions; cette idee peut etre contestee, mais elle a, ce me semble, quelque merite, 
quand ce ne serait que celui de la nouveaute. 

Encyclopedic , Vol. 4 (1754), p. 1010 

Lo que, traducido, dice: 

Esta manera de considerar cantidades que tienen mas de tres dimensiones es tan 
correcta como la otra, debido a que siempre se puede considerar que las letras 
algebraicas representan numeros, ya sean racionales o no. Dije con anterioridad 
que no era posible concebir mas de tres dimensiones. Sin embargo, un inteligente 
caballero que conozco piensa que se podria considerar a la duracion como una 
cuarta dimension y que el producto tiempo por volumen serfa de algun modo un 
producto de cuatro dimensiones. Esta idea puede ponerse en tela de juicio pero, a 
mi entender, tiene algun merito, aunque no sea sino el de ser novedosa. 

Observese que d’Alembert menciona a un “caballero inteligente” cuando se re- 
fiere, evidentemente, a si mismo. Esta proponiendo con cierta cautela lo que en 
esa epoca debe haber sido una idea incipiente; idea que en el siglo XX llega a ser 
bastante comun. 

D’Alembert tambien visualizo con claridad espacios de dimension superior 
como “productos” de espacios de menor dimension. Por ejemplo, podemos con- 
siderar un espacio de 3 dimensiones como si pusieramos lado a lado las primeras 
dos coordenadas (a?i, £2) y luego la tercera £3. Por tanto, escribimos 

R 3 = R 2 x R 1 . 

IJsamos el signo del producto, que no debera confundirse con otros “productos” 
como el producto de numeros. La palabra “producto” se emplea en dos contextos. 
En forma analoga, podemos escribir 

R 4 = R 3 x R 1 . 

Nay otras maneras de expresar R 4 como un producto, a saber, 

R 4 = R 2 x R 2 . 

Eh to significa que consideramos por separado las dos primeras coordenadas (a?!, 
£2) y las dos ultimas coordenadas (£3, £4). Mas tarde retomaremos tales pro- 
ductos. 
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[I, §1] 

Ahora definiremos la adicion de puntos. Si A y B son puntos, digamos en el 
espacio de 3 dimensiones, 

A = (fli, a 2 , a 3 ) y S = ( 6 1 , 6 2 , 6 3 ) 

entonces definimos A 4 - B como el punto cuyas coordenadas son 

A -f B = (ai *f fci , a 2 4- + 63 ) • 

Ejemplo 2 . En el piano, si A = (1, 2) y B = (—3,5), entonces 

A + B = (-2,7). 


En el espacio de 3 dimensiones, si A = (— 1, 7r, 3) y B = (\/2, 7, —2) , entonces 

A-\- B — (V2 — 1, Jr + 7, 1). 

Al usar una n neutral que cubriera ambos casos de los espacios de 2 y 3 dimen- 
siones, los puntos se escribirfan de la siguiente manera: 

A = (cti , . . . , Q n ), B = (b \ , . . . , 

y definimos A-\- B como el punto cuyas coordenadas son 

(ai + 61 , . . . ,a n -f b n ). 

Observemos que se satisfacen las siguientes reglas: 

1. (A + B) + C = A + (B + C). 

2. A + B = B + A. 

3. Si suponemos que 

0 = ( 0,0 0 ) 

es el punto cuyas coordenadas son todas 0 , entonces 

O + A = A+ O = A 

para todo A . 

4. Sea A — (ai, . . . ,a n ) y sea —A = (— «i, . . . , — a n ) . Entonces 

A + (-A) = 0 . 

Todas estas propiedades son muy sencillas, y son ciertas debido a que son 
ciertas para numeros y la adicion de n-tuplas se define en terminos de la adicion 
de sus component es, las cuales son numeros. 

Nota. No se confunda el numero 0 con la n-tupla (0, ... ,0). Usualmente 
denotamos esta n-tupla con O, y tambien la llamamos cero, dado que en la 
pr&ctica no puede ocurrir dificultad alguna. 
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Ahora interpretaremos geometricamente en el piano la adicion y la multipli- 
cacion por numeros (en forma simultanea se puede visualizar lo que sucede en el 
espacio de 3 dimensiones). 

Ejemplo 3. Sean A = (2,3) y B = (—1,1). Entonces 

A + B = ( 1,4). 

La figura se asemeja a un paralelogramo (Fig. 3). 



Ejemplo 4. Sean A = (3, 1) y B = (1, 2). Entonces 

A + B = ( 4,3). 

Vernos de nuevo que la represent acion geometrica de nuestra adicion se asemeja 
a un paralelogramo (Fig. 4). 



La razon por la cual la figura se asemeja a un paralelogramo se puede dar en 
terminos de la geometria del piano de lamanera siguiente. Obtenemos B = (1,2) 
a! comenzar en el origen O = (0, 0) y al movernos 1 unidad a la derecha y 2 ha’cia 
arriba. Para obtener -A +2? , comenzamos en A y nos movemos de nuevo 1 unidad 
a la derecha y 2 hacia arriba. Asi, los segmentos de recta que se encuentran entre 
(> y B y entre A y A + B son las hipotenusas de los triangulos rectangulos cuyos 
c.atetos correspondientes son de la misma longitud y paralelos. Por consiguiente, 
los segmentos anteriores son paralelos y de la misma longitud, tal como se ilustra 
en la figura 5. 


Mi] 
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Ejemplo 5. Si A = (3, 1) de nuevo, entonces — A = (—3, —1) . Si marcamos 
este punto, vemos que —A tiene sentido opuesto a A. Podemos considerar que 
— A es la reflexion de A con respecto al origen. 



Figura 6 


Ahora consider aremos la multiplicacion de A por un numero. Si c es cual- 
quier numero, definimos cA como el punto cuyas coordenadas son 

, . . . , CO n ) . 

Ejemplo 6. Si A = ( 2, “1, 5) y c = 7 , entonces cA = (14, —7, 35) . 

Es facil verificar las siguientes reglas: 

5. c(.A -f" 5) “ cA cB . 

6. Si ci y c 2 son numeros, entonces 

(ci + c 2 )A = c\A + c 2 A y (c\c 2 )A = ci(c a A). 

Tambien notese que 

(-1M = -A. 

iCual es la representacion geometrica de la multiplicacion por un numero? 
Ejemplo 7. Sean A = (1,2) y c = 3. Entonces 

cA = (3,6) 

como so puede apreciar en la figura 7(a). 
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La multiplicacion por 3 produce un alargamiento de A en 3 veces. En forma 
analoga, \A da por result ado un acortamiento de A en \ , es decir, A se reduce 
a la mitad de su tamaiio. En general, si t es un numero, t > 0, tA se interpreta 
como un punto en la misma direccion que A desde el origen, aunque a t veces 
la distancia. De hecho, definimos que A y B tienen la misma direccion si 
existe un numero c > 0 tal que A = cB . Insistimos: esto significa que A y B 
tienen la misma direccion con respecto al origen. Para simplificar el lenguaje, 
omitimos las palabras “con respecto al origen”. 

La multiplicacion por un numero negativo invierte la direccion. Asi, —3 A 
quedaria represent ado como en la figura 7(b). 




Figura 7 

Decimos que dos vectores A y B (ninguno de los cuales es nulo) tienen 
direcciones opuestas si existe un numero c < 0 tal que cA — B . Por lo cual, 
cuando B = —A , entonces A y B tienen direcciones opuestas. 

I^ercicios I, §1 

Encuentre A + 5, A — J3, 3A, —2 B en cada uno de los siguientes casos. Marque los 
puntos que aparecen en los ejercicios 1 y 2 en una hoja de papel para graficar. 

L A = (2, —1), B = (—1, 1) 2. A = (-1,3), B = (0,4) 

3. A = (2, -1, 5), B = (-1, 1, 1) 4. A = (-1, -2, 3), B = (-1, 3, -4) 

5. A = (it, 3, -1), B = (2tt, -3, 7) 6. A = (15, -2, 4), B = (x, 3, -1) 

7. Sean A = (1,2) y B — (3, 1). En una hoja de papel para graficar marque A -f B } 
/1 + 25, A + 3B, A-£, A- 25, A- 35. 

8. Sean A y 5 como en el ejercicio 1. En una hoja de papel para graficar marque los 
puntos A -f 25, A-l-35, A — 25, A — 35 A-t-|5. 
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9. Considere A y B tal como se irmestran en la figura 8. Marque el punto A — B ) en 
cada caso. 





Figura 8 


I, §2. Vectores anclados 

Definimos un vector anclado como una pareja ordenada de puntos que represen- 

tamos con AB . (Este no es un producto.) Podemos representarlo como una 
Hecha que va de A a B. Designamos a A como punto inicial y a B como 
punto final del vector anclado (Fig. 9). 



Figura 9 
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Observamos que, en el piano, 

De manera analoga, 

Esto signilica que 


&i — + (&i — a i)> 

+ (&2 ~ ^ 2 )- 


B = A + (B - A). 

Sean AB y CD dos vectores anclados. Decimos que son equivalentes si 
B — A = D — C . Todo vector anclado AB es equivalente a uno cuyo punto 

inicial es el origen, debido a que AB es equivalente a 0(B — A ) . Es claro 
(pie este es el unico vector anclado cuyo punto inicial se encuentra en el origen 

y que es equivalente a AB . Si representamos la ley del paralelogramo en el 
piano, entonces es evidente que la equivalencia de dos vectores anclados puede 
interpretarse geometricamente diciendo que las longitudes de los segmentos de 
recta determinados por la pareja de puntos son iguales y que las “direcciones” 
en que apuntan son las mismas. 

En las siguientes figuras hemos dibujado los vectores anclados 0(B — A) , 
AB y 0(A ~ B ) , r£ . 




Ejemplo 1. Sean P = (1,— 1,3) y ( Q ) = (2,4,1). Entonces PQ es 
equivalente a OC , donde C = Q - P = (1, 5, —2) . Si 

A = (4,— 2,5) y B = (5,3,3), 

entonces PQ es equivalente a AB , ya que 

Q — P = B — A = (1,5,— 2). 


Dado un vector anclado OC cuyo punto inicial es el origen, decimos que se 

encuentra anclado en el origen. Dado cualqier vector anclado AB , decimos 
que esta anclado en A. 
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Un vector anclado en el origen se encuentra completamente determinado por 
su punto final. Con base en esto, designaremos como n-tupla a un punto o bien 
a un vector, dependiendo de la interpret acion que tengamos en mente. 

Se dice que dos vectores anclados AB y PQ son paralelos si existe un 
numero c / 0 tal que B — A = c(Q — P). Se dice que tienen la misma 
direccion si existe un numero c > 0 tal que B — A = c(Q — P ) , y se dice que 
tienen direcciones opuestas si existe un numero c < 0 tal que 

B-A = c(Q- P ). 

En las siguientes ilustraciones represent amos dos casos de vectores anclados pa- 
ralelos. 



(a) Misma direccion 



Figura 12 


Ejemplo 2. Sean 


P = (3,7) y Q — (—4,2). 

Sean 

A = (5,1) y B = (—16, —14). 

Luego, 

Q-P = (—7, -5) y B - A = (—21, -15). 

En consecuencia PQ es paralelo a AB , debido a que B — A = 3(Q - P) . Mas 

aiin, como 3 > 0, vemos que PQ y AB tienen la misma direccion. 

De manera semejante, cualquier definicion enunciada para n-tuplas se puede 
aplicar a los vectores anclados. Por ejemplo, en la siguente seccion definiremos 
lo que significa que las n-tuplas sean perpendiculares. 
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Enfconces podemos decir que dos vectores anclados AB y PQ son perpendi- 
culares entre si, si B — A es perpendicular a Q — P. En la figura 13 hemos 
hecho una representacion de dichos vectores en el piano. 

Ejercicios I, §2 

En cada uno de los siguientes casos determine cuales vectores anclados PQ y AI$ son 
equivalentes. 

1. P = (l,-1), Q = (4,3), A = (-1,5), B = (5, 2). 

2. P = (1,4), Q — (—3,5), A = (5,7), £ = (1,8). 

3. P = (1, —1, 5) , Q — (—2, 3, —4) , -A = (3, 1, 1) , £ = (0,5,10). 

4. P = (2, 3, -4) , Q = (— 1, 3,5), A = (-2, 3, -1) , £ = (-5, 3, 8). 

En cada uno de los siguientes casos determine cuales vectores anclados PQ y A 1$ son 
paralelos. 

5. P = (l,-1), Q = (4,3), A = (-1,5), £ = (7,1). 

6. P = (1, 4) , Q = (- 3,5), A = (5, 7), £ = (5,6). 

7. P = (1, —1, 5) , Q = (-2,3,-4), A = (3,1,1), £ = (-3,9, -17). 

8. P = (2, 3, —4), Q = (—1,3,5), A = (-2, 3, -1) , £ = (-11,3,-28). 

9. Con el objeto de ilustrarlos, dibuje en una hoja de papel los vectores anclados de 

los ejercicios 1, 2, 5 y 6. Dibuje tambien los vectores anclados QP y BA . Marque 
los puntos Q - P, B - A, P-Qy A - B, 


1, §3. Producto escalar 

Convendremos en que, a lo largo de nuestro estudio, seleccionaremos vectores 
que siempre se encuentren en el mismo espacio n -dimensional. El lector puede 
restringirse solo a los casos en que n = 2 y n = 3. 

Sean A = (a*, 02) y B = (61,62) dos vectores en el espacio de dos dirnensio- 
nes. Definimos su producto escalar como 

A * B = a\bi -f- ^262- 
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Sean A = (ai,a2,a 3 ) y B — (61,62,63) dos vectores en el espacio de tres 
dimensiones. Definimos su producto escalar de la siguiente manera: 

A'B = dib\ + <2262 + <2363. 

Sean A = (ai,...,a n ) y B = (61,..., 6 n ) dos vectores en el espacio de 
n dimensiones, lo que cubre los dos casos anteriores con una sola notacion. 
Definimos su producto escalar o producto interior A • B como sigue 

<2161 + • — h d n b n . 

Este producto es un numero. Por ejemplo, si 

A = (1,3, - 2 ) y B = (— 1 , 4 , — 3 ), 

entonces 

AB = —1 + 12 + 6= 17 . 

Por el momento no daremos ninguna interpretacion geometrica de este producto 
escalar; lo haremos posteriormente. Antes, vamos a deducir algunas propiedades 
importantes. Las basicas son: 

PE 1 . Tenemos que A - B = B • A. 

PE 2 . Si A, B y C son tres vectores , entonces 

A • (B + C) = A • B + A . C = (B + C) • A. 

PE 3. Si x es un numero, entonces 

(xA) • £ = x(A- B) y A • (xB) = x(A - B). 

PE 4. Si A = O es el vector nulo, entonces A- A = 0 y, si no lo es, entonces 

A A> 0. 

A continuacion probamos estas propiedades. 

Con respecto a la primer a, tenemos que 

ai&i 4 • * • 4 ~ d n b n = 6iai + • • • + 6 n a n , 

dado que, para dos numeros cualesquiera a y 6, tenemos que ab = ba, lo que 
prueba la primera propiedad. 

Para probar PE 2 , sea C = (ci, . . . , c n ) . Entonces 

B + C = (61 -I- ci, . . . , 6n -f c„) 


y 


A ♦ (J 5 4 " C) = ai(6i 4 - ci) 4 - • • • 4 - <2 n (6 n 4 - c n ) 

= ai6i 4 - aiCi 4 - b an6 n 4 - a n c n . 


A I reordenar los terminos se obtiene 


<2161 4 " • • • 4 " d n bn 4 d\C\ 4 * * • 4 d n c n , 
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que no es otra cosa que A B+A C . Esto prueba lo que queriamoe. La propiedad 
PE 3 se deja como ejercicio. 

Por ultimo, para probar PE 4, observamos que, si una coordenada a; de A 
no es igual a 0, entonces existe un termino a 2 ^ 0 y a 2 > 0 en el producto 
escalar 

A-A = a\ + •■• + <£. 

Puesto que todo termino es > 0, se infiere que la suma es > 0, tal como se 
queria demostrar. 

En una gran parte del trabajo que realizaremos con los vectores, solo usa- 
remos las propiedades comunes de la adicion, de la multiplicacion por mimeros 
y las cuatro propiedades del producto escalar. Mas adelante los estudiaremos 
de manera formal. Por el momento, observe que existen otros objetos con los 
cuales el lector esta familiarizado y que se pueden sumar, restar y multiplicar por 
numeros, por ejemplo, las funciones continuas definidas en un intervalo [a, b]. 
Sera conveniente escribir A 2 en vez de A • A para representar el producto 
escalar de un vector consigo mismo. (Este es el unico ejemplo en el que nos 
permitimos usar tal notacion. Asi pues, A 3 no tiene significado alguno.) Como 
ejercicio, verifique que se cumplen las siguientes identidades: 

(A + B) 2 = A 2 + 2AB + B 2 , 

{A-B) 2 = A 2 -24- B + B 2 , 

Un producto interior A ■ B puede muy bien ser igual a cero sin que ninguno 
de los vectores A o B sea el vector nulo. Por ejemplo, sean 

A = (1,2,3) y 5 = (2, 

Entonces, 

AB = 0 

Decimos que dos vectores A y B son perpendiculares entre si (u ortogo- 
nales, como tambien les llamaremos), si A ■ B = 0. Por ahora no es evidente 
que, en el piano, esta definicion coincide con nuestra notacion geometrica intui- 
tiva de perpendicularidad. En la siguiente seccion convenceremos al lector de tal 
coincidencia; en esta parte solo veremos un ejemplo. Consideremos en R 3 los 
tres vectores unitarios 

El = ( 1 , 0 , 0 ), £ 2 = ( 0 , 1 , 0 ), £3 = ( 0 , 0 , 1 ) 

tal como se muestra en el diagrama (Fig. 14). 

Veamos entonces que Ei *£2 = 0 y que, en forma analoga, £,• •Ej = 0 si i / j . 
Y asi, estos vectores se consideran perpendiculares entre si. Si A = ( 01 , 02 , 03 ), 
entonces observamos que la i-esima componente de A, a saber, 

a,- = A • Ei 

es el producto interior de A con el i-esimo vector unitario.. Advertimos que A 
es perpendicular a £, (conforme a nuestra definicion de perperdicularidad con 
el producto interior) si, y solo si, su i-esima componente es igual a 0. 
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Z 



Figura 14 


Ejercicios I, §3 

1. Para cada una de las ra-tuplas siguientes encuentre A • A. 

(a) X = (2, -1), B = (-1, 1) (b) A = (-1, 3), B = (0, 4) 

(c) A = (2, -1, 5), B = (-1, 1, 1) (d) A = (-1, -2, 3), B = (-1, 3, -4) 

(e) A = (tt, 3, -1), B = (2*. -3, 7) (f) A = (15, -2, 4), B = (*, 3, -1) 

2. Encuentre A • B para las n-tuplas del ejercicio anterior. 

3. Usando solo las cuatro propiedades del producto escalar, verifique con detalle las 
identidades dadas en el texto para ( A + B) 2 y (A — B ) 2 . 

4. ^Cuales de las siguientes parejas de vectores son perpendiculares entre si? 

(a) (1,-1,1) y (2,1,5) (b) (1,-1, 1) y (2,3,1) 

(c) (-5,2,7) y (3, -1,2) (d) (x,2,l) y (2,-*,0) 

5. Sea A un vector perpendicular a todo vector X . Demuestre que A = O. 


I, §4. La norma de un vector 

Definimos como norma de un vector A , que denotamos con ||A||, al numero 

Mil = 

Como A A > 0 , podemos extraer la raiz cuadrada. Algunas veces la norma 
iambien se denomina magnitud de A . 

Cuando n = 2 y A = (a, i), entonces 

\\A\\ = 

como se puede apreciar en la siguiente representacion (Fig. 15). 


If) 
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Ejemplo 1. Si A = (1,2), entonces 

\\A\\ = 7TT4 = V5. 

Cuando n = 3 y A = ( 01 , 02 , 03 )* entonces 

INI = l/a?+al+ai. 


Ejemplo 2. Si A = (—1,2,3), entonces 

INI = Vl + 4 + 9 = Vu. 

Si n = 3, entonces la representacion es como la de la figura 16, donde A = 



Si nos fijamos primero en las dos componentes (x,?/), entonces, como se 
indico, la longitud del segmento que une a (0,0) con (x,y) es igual a w = 
\/x 2 + y 2 . 

Entonces, de nuevo, la norma de A seria, por el teorema de Pitagoras, 

\Jw 2 + z 2 Jj=E) 2 + y 2 + z 2 . 
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As i, cuando n = 3 , nuestra definicion de norma es compatible con la geometria 
del teorema de Pitagoras. 

En terminos de coordenadas, A = (a lf . . . , a n ) y vemos que 

Mil = >/«?+••• + <£. 

Si A ^ O, entonces ||A|| ^ 0, debido a que alguna coordenada a t * ^ 0, de 

manera que a? > 0 y, en consecuencia, aj -f h >0, por lo que ||A|| / 0. 

Observe que, para cualquier vector A , tenemos que 


Esto se debe al hecho de que 

(-ai) 2 + 1- (—an) 2 = af + •• • + a£, 

ya que (— l) 2 = 1 . Por supuesto, esto debe ser asi, segun la figura: 



Figura 17 


Recordemos que A y — A tienen direcciones opuestl^JSin embargo, tienen 
la misrna norma (magnitud, como algunas veces se dice cuando se habla de 
vectores) . 

Sean A y B dos puntos. Definimos la distancia entre A y B de la manera 
siguiente: 


\\A-B \\ = y/(A-B).(A-B). 

Esta definicion coincide con nuestra intuicion geometrica cuando A y B son 
puntos en el piano (Fig. 18). Es lo mismo que la longitud.del vector anclado 

All o del vector anclado BA . 
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Ejemplo 3. Sean A = (—1,2) y B = (3,4). Entonces la longitud del 
vector anclado AB es igual a ||jB — A \\ . Pero B — A — { 4, 2) . Por tanto, 

||£- A\\ = VTq + A = V20. 

En la figura vemos que el lado horizontal tiene una longitud igual a 4 y el lado 
vertical tiene una longitud igual a 2, por lo que nuestras definiciones reflejan 
nuestra intuicion geometrica derivada de Pitagoras. 



Sea P 
puntos X 


un punto en el piano y sea a un numero >0. El conjunto de los 
tales que 

|pf-P||<a 


sera denominado disco abierto de radio a con centro en P . El conjunto de los 
puntos X tales que 

\\X-P\\<a 

sera denominado disco cerrado de radio a y centro P. El conjunto de los 
puntos X tales que 

|pr-P|| = a 


ho conoce corno cfrculo de radio a y centro P. En la figura 20 aparecen las 
ihistracionoH do ostos conceptos. 
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Cfrculo 



Disco 


Figura 20 


En el espacio de 3 dimensiones, el conjunto de los puntos X tales que 


\\X-P\\<a 

se denomina bola abierta de radio a y centro P . A1 conjunto de los puntos X 
tales que 

\\X-P\\<a 


se le conoce como bola cerrada de radio a y centro P . El conjunto de los 
puntos X tales que 

\\X-P\\ = a 

se llama esfera de radio a y centro P . En espacios de dimension mayor se 
continua usando la misma terminologia de bola y esfera. 

En la figura 21 se ilustran una esfera y una bola en el espacio de 3 dimensiones. 



Figura 21 


La esfera es la cascara y la bola es la region que se encuentra dentro de la cascara. 
La bola abierta consiste en la region situada dentro de la cascara sin incluir la 
cascara en si. La bola cerrada esta formada por la region contenida dentro de la 
cascara y por la cascara misma. 

A partir de la geometrfa de la situacion, tambien resulta razonable esperar 
que, si c > 0, entonces ||A|| = c||A||, es decir, si alargamos un vector A al 
multiplicarlo por un numero, positivo c, entonces la longitud tambien se incre- 
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menta en la misma cantidad. Vamos a verifkar formalmente lo dicho, usando la 
definicion de longitud. 

Teorema 4.1. Sea x un numero. Entonces 

IMI = 1*1 M 

(el valor a bsoluto de x por la norma de A ). 

Demostracion . Por definicion, tenemos que 

IM !| 2 = (xA) ■ {xA), 

que es igual a 

x\A • A) 

debido a las propiedades del producto escalar. A1 extraer la rafz cuadrada se 
obtiene lo que querfamos. 

Sea S\ la esfera de radio 1, con centro en el origen. Sea a un numero > 0. 
Si x es un punto de la esfera S\ , entonces aX es un punto de la esfera de radio 
a , debido a que 

||aX||=a||X||=a. 

De esta manera, obtenemos todos los puntos de la esfera de radio a . (^Demos- 
tracion?) Por tanto, la esfera de radio a se obtiene al estirar la esfera de radio 
1, mediante la multiplicacion por a. 

Una observacion semejante se aplica a las bolas abierta y cerrada de radios 
a, las cuales se obtienen a partir de las bolas abierta y cerrada de radios 1, 
mediante la multiplicacion por a . 


Disco de radio 1 Disco de 

Figura 22 




Decimos que un vector E es un vector unitario si \\E\\ = 1 . Dado cualquier 
vector A, sea a = ||A||. Si a / 0, entonces 



a 


es un vector unitario, dado que 




a 
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Decimos que dos vectores A y B (ninguno de los cuales es el vector O ) tienen 
la misma direccion si existe un numero c > 0 tal que cA — B . En vista de 
esta definicion, vemos que el vector 

JL a 

Mil 

es un vector unitario en la direccion de A (considerando que A ^ O). 



Si E es un vector unitario en la direccion de A y \\A\\ — a, entonces 

A = aE. 

Ejemplo 4. Sea A = (1,2,— 3). Entonces \\A\\ = \/\A. En consecuencia, 
el vector unitario en la direccion de A es el vector 


E = 


KVu’Vu’Vu)' 


Advertencia. Hay tantos vectores unitarios como direcciones. Los tres vec- 
tores unitarios canonicos en el espacio de 3 dimensiones, a saber, 


— (1*0,0), E 2 = (0,1,0), E 3 = (0,0,1) 

son simplemente los tres vectores unitarios en las direcciones de los ejes de co- 
ordenadas. 

Tambien nos encontramos en posicion de poder justificar nuestra definicion 
de perpendicularidad. Dados A y B en el piano, la condicion 

\\A+B\\ = \\A-B\\ 

(ilustrada en la figura 24(b)) coincide con la propiedad geometrica de que A 
debe ser perpendicular a B . 


22 


Vec tores 


[I. §4] 


A \\A-B || 




Probaremos que: 

|| A + B\\ = ||i4 - B\\ si, y solo si, A • B = 0. 

Denotemos con el sfmbolo <=> la expresion “si, y solo si,”. Entonces, 

|M + B|| = P-B|| <=* \\A + B\\ 2 = \\A-B\\ 2 

^ A 2 + 2A ■ B + B 2 = A 2 - 2A ■ B + B 2 
<=> 4A ■ B = 0 
«=>• A - B == 0. 

Esto prueba lo que queriamos. 

Teorema de Pitagoras generalizado. Si A y B son perpendiculares entre 
si, entonces 

\\a + b \\ 2 = \\a \\ 2 + \\b\\ 2 . 

En la figura 25 se ilustra el teorema. 



Para probarlo, usamos las definiciones, a saber: 

\\A + B\\ 2 = (A + B) ■ (A + B) = A 2 + 2A ■ B + B 2 
= \\A\\ 2 + \\B\\ 2 , 

yn que, por dofmicion, A-B = 0yA-A = |M|| 2 , B ■ B . ||/?|| 2 . 
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Observacion. Si A es perpendicular a B y x es cualquier numero, entonces 
A tambien es perpendicular a xB , debido a que 

A ■ xB — xA ■ B = 0. 

Ahora emplearemos la nocion de perpendicularidad para deducir la nocion de 
proyeccion. Sean A y B dos vectores y B ^ 0 . Sea P el punto sobre la recta 

que contiene a OB , tal que P A es perpendicular a OB , como se muestra en 
la figura 26(a). 


A a 



Podemos escribir 


P = cB 

para algun numero c. Queremos encontrar este mimero c de forma explicitaen 
terminos de A y B . La condicion PA _L OB significa que 

A — P es perpendicular a B , 
y como P = cB , esto significa que 


(A — cB) ■ B = 0, 

en otras palabras, 

A ■ B — cB • B = 0. 


Podemos despejar c y encontramos que A ■ B = cB ■ B , de manera que 


c = 


A ■ B 
BB 


K.eciprocamente, si tomamos este valor de c y luego usamos la distributividad, 
id multiplicar escalarmente a A-cB por B se obtiene 0, de manera que A-cB 
< - n perpendicular a B . En consecuencia, hemos visto que existe un linico numero 
'• S' 16 — cB es perpendicular a B , y c esta dado por la formula anterior. 


Dofinicion. La compononte de A a lo largo de B es el numero c = 


AB 

BB 


A B 

I, a proyecci6n de A a lo largo de B es el vector cB = — - — B . 


B ■ B 
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Ejemplo 5. Supongamos que 

■B = £■,• = (0, ... ,0, 1,0, ... ,0) 

ch el i-esimo vector unitario, donde 1 esta en la i-esima componente y 0 en todas 
las otras componentes. 

Si A = (cti , . . . , a n ) , entonces A ■ E{ ~ a,-. 

Por lo que A - E{ es la ?-esima componente ordinaria de A. 

En forma mas general , si B es un vector unitario, no necesariamente uno de 
los Ei, entonces simplemente tenemos que 


c = AB 

ya que B > B = 1, por definicion de vector unitario. 

Ejemplo 6. Sean A = (1,2, -3) y B = (1, 1,2). Entonces la componente 
de A a lo largo de B es el niimero 

_ A'B _ -3 _ 1 

C ~ B - B ~ 6 2' 

En consecuencia, la proyeccion de A a lo largo de B es el vector 

c5 = 1). 

Nuestra construccion brinda una interpretacion geometrica inmediata del pro- 
ducto escalar. A saber, supongamos que A ^ O y observemos el angulo 6 for- 
mado entre A y B (Fig. 27). Entonces, segun la geometria del piano, vemos 
que 

. . . . c||B|| 

Mil' 

o bien, al sustituir el valor de c obtenido con anterioridad, 


A- B — ||.A||||B||cos0 


cos 9 — 


A-B 

Mm \ ' 



Figura 27 

En algunos tratados sobre vectores, se considera la relacion 

A * B = \\A\\ ||B||cos0 

como definicion del producto escalar. Esta se encuentra sujeta a las siguientes 
desventajaa, por no decir objeciones: 
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(a) Las cuatro propiedades del producto escalar PEI hasta PE 4 de ninguna 
manera son obvias. 

(b) Aun en el espacio de 3 dimensiones, se tiene que confiar en la intuicion 
geometrica para obtener el coseno del angulo formado entre A y B , y esta 
intuicion resulta menos clara que en el piano. En espacios de dimension 
mayor falla aun mas. 

(c) Resulta extremadamente difi'cil trabajar con tal definicion para lograr pro- 
piedades adicionales del producto escalar. 

Por tal motivo preferimos establecer fundamentos algebraicos obvios y des- 
pues recup erar con gran sencillez todas las propiedades. Empleamos geometria 
del piano para ver la expresion 

A B = ||A|| ||i?|| cos 9. 

Despues de estudiar algunos ejemplos, probaremos la desigualdad que nos per- 
mite justificar esta formula en el espacio de n dimensiones. 

Ejemplo 7. Sean A = (1,2,— 3) y B = (2,1,5). Encuentre el coseno del 
angulo 0 formado entre A y B . 

Por definicion, 

AB 2 + 2-15 -11 

cos *— ||A||||£|r VRv'S 0 ~ y/m' 

Ejemplo 8. Encuentre el coseno del angulo formado entre los dos vectores 
anclados PQ y PR , donde 

P = (1,2, -3), Q = (-2, 1,5), R = (1, 1, -4). 

La representacion es como la siguiente: 


Q 



P 


Figura 28 

Ilagamos 

A = Q-P = (-3, -1,8) y B = R-P = (0, -1,-1). 

lOntonces el angulo formado entre PQ y PR es el mismo que el formado entre 
A y B . Por tanto, su coseno es igual a 

AB 0 + 1-8 -7 

COS -|M|||B|r V74V2 ~VT4V 2 
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Probaremos propiedades adicionales de la norma y del producto escalar usan- 
do nuestros resultados sobre perpendicularidad. Observese primero un caso es- 
pecial. Si 

Ei = (0, ...,0,1,0, v ..,0) 

es el t-esimo vector unitario de R" , y 

A = a„), 

entonces 

A • Ei = a t - 

es la i-esima componente de A, esto es, la componente de A a lo largo de Ei . 
Tenemos que 

kl = \[°t < \j a \ + • • • + a « = \\ A \l 

de manera que el valor absoluto de cada componente de A es igual, a lo mas, a 
la longitud de A . 

No tenemos que trabajar, como lo acabamos de hacer, solamente con el vector 
unitario especial. Sea E cualquier vector unitario, es decir, un vector cuya norma 
sea igual a 1. Sea c la componente de A a lo largo de E . Vimos que 

c= A- E. 

Luego, A — cE es perpendicular a E , y 

A = A - cE +' cE. 

Entonces A — cE tambien es perpendicular a cE y, por el teorema de Pitagoras, 
encontramos que 

|| A|| 2 = ||A - cE\f + ||c£|| 2 = ||A - c£|| 2 + c 2 . 

Asi tenemos las desigualdades c 2 < ||A|| 2 y |c| < Ml 

En el siguiente teorema generalizamos esta desigualdad para un producto 
escalar A • B para el caso en que B no es necesariamente un vector unitario. 


Teorema 4.2. Sean A y B dos vectores en R n . Entonces 

|A-B|<||A||||B||. 

Demostracion. Si B = O, entonces ambos miembros de la desigualdad son 
iguales a 0, de modo que nuestra afirmacion es obvia. Supongamos que B ^ 0. 
Sea c la componente de A a lo largo de B , de manera que c = (A • B)/(B * B ) . 
Escribamos 

A = A — cB + cB. 

Por Pitagoras, 

II A|| 2 = ||A - cJ5|| 2 + ||cfl|| 2 = || A - c£|| 2 + c 2 ||S|| 2 . 


Por tanto, c 2 ||5|| 2 < ||A|| 2 . Pero 
(A ■ B) 2 


c 2 || 5|| 2 = 


(B-sy 


|| B || 2 = 


|A • jB| 2 

PH 4 


l |£|| 2 = 


|A • i?| 2 

my • 
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Por consiguiente, 


\A-B\ 2 

IW 


< Mil 2 


Para concluir la demostracion, multiplicamos por ||B|j 2 y extraemos la raiz cua- 
drada. 

Debido al teorema 4.2, vemos que, para los vectores A y B en el espacio de 
n dimensiones, el numero 

AB 

i wi ll*|| 

tiene valor absoluto < 1 . En, consecuencia 

A • B 

y existe un angulo 9 unico tal que 0 < 9 < w , y tal que 

„ _ A B 

pmi5ir 

Definimos este angulo como el angulo formado por A y B . 


A la desigualdad del teorema 4.2 se le conoce como desigualdad de Schwarz. 
Teorema 4.3. Sean A y B vectores. Entonces 

|!A + B||<P|| + ||B||. 

Demostracion. Ambos lados de esta desigualdad son positivos o iguales a 0. 
Por tanto, sera suficiente probar que sus cuadrados satisfacen la desigualdad 
deseada; en otras palabras, 

(A + B)-(A+B)<(|H| + 5||) 2 . 

Para lograrlo, consideremos 

(A + B) • (A + B) = A - A + 2A - B + B • B. 

En vista de nuestro result ado previo, esta relacion satisface la desigualdad 

<||A|| 2 + 2||4| ||B|| + ||B|| 2 , 

donde esta ultima expresion no es otra cosa que 

(IHI + Iisii) 2 . 

Nuestro teorema esta probado. 

El teorema 4.3 se conoce como desigualdad del triangulo. La razon para 
esto es que, si dibujamos un triangulo como el de lafigura 29, entonces el teorema 
4.3 expresa el hecho de que la longitud de un lado es < que la suma de las 
longitudes de los otros dos lados. 
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A+B 



Observacion. En ninguna de las demostraciones se hace uso de coordenadas; 
solo se emplean las propiedades PE 1 hasta PE 4 del producto escalar. En 
consecuencia, siguen siendo validas en situaciones mas generates . Vea el Capitulo 
VI. En el espacio de dimension n , nos dan desigualdades que de ninguna manera 
son obvias cuando se expresan en terminos de coordenadas. Por ejemplo, la 
desigualdad de Schwarz, en terminos de coordenadas, tiene el siguiente aspecto: 

|ai&i H b flnM < (a? + h 4 b b^) 1 ^ 2 . 

Solo trate el lector de probar esta desigualdad directamente, sin usar la intuicion 
“geometrica” de Pitagoras, y vea hasta donde puede llegar. 


Fjercicios I, §4 


1. Encuentre la norma del vector A en los siguientes casos. 

(a) A = (2,-1), B = (-1,1) 

(b) A = (-1,3), B = (0,4) 

(c) A = (2, —1,5), B = (-1,1,1) 

(d) A = (—1, —2, 3) , B = (—1,3, —4) 

(e) A = ( t,3,-1), B = ( 2 tt , -3, 7) 

(f) A = (15, —2,4), B = (*, 3,-0 

2. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la norma del vector B . 

3. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la proyeccion de A a lo largo de 
B. 

4. En los casos que abarca el ejercicio 1, encuentre la proyeccion de B a lo largo 
de A. 

5. Encuentre el coseno del angulo formado entre los vectores A y B . 

(a) A = (1, —2) y B = (5,3) 

(b) A = (-3,4) y B = (2,-1) 

(c) A = (1, -2,3) y B = (-3, 1,5) 

(d) A = (-2,1,4) y B = (-1,-1, 3) 

(c) -A = (-1,1,0) y B = ( 2, 1,-1) 
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6. Determine el coseno de los angulos del triangulo cuyos vertices son 

(a) (2, -1,1), (1,-3, -5), (3, -4, -4) 

(b) (3,1,1), (-1,2,1), (2, -2, 5) 

7. Sean A \ , . . . , A r vectores no nulos que son mutuamente perpendiculares, en otras 
palabras, Ai • Aj = 0 si » ^ j . Sean C\ , • • ■ , c r numeros tales que 

C\A\ ' • * H - c r A r = O. 

Demuestre que todos los c, = 0 . 

8. Para cualesquiera vectores A y pruebe las siguientes relaciones: 

(a) \\A + B\\ 2 + \\A-Bf = 2\\A\\ 2 +2\\Br 

(b) \\A+B\\ 2 = \\A\\ 2 + \\Bf + 2A.B 

(c) \\A + Bf-\\A-Br=4A-B. 

Interprete (a) como una “ley del paralelogramo” . 

9. Demuestre que, si 0 es el angulo comprendido entre A y B , entonces 

||v4 — B\\ 2 = ||j4|| 2 + 1|5|| 2 — 2||j4|| ||5||cos^. 

10. Sean A, B y C ties vectores no nulos. Si A • B = A • C , muestre mediante un 
ejemplo que no necesariamente resulta que B = C . 


1 ^ §5. Rectas parametricas 

Definimos la ecuacion parametrica o representacion parametrica de 
una recta que pasa por un punto P en la direccion de un vector A ^ 0 de la 
siguiente manera: 

X = P + tA, 

donde t recorre todos los numeros (Fig. 30). 



AI dar tal representacion parametrica, podemos imaginarnos un insecto que 
parte de un punto P en el tiempo t = 0 y se mueve en la direccion de A. 
En el tiempo el insecto se encuentra en la posicion P + tA. Asf podemos 
interpretar fisicamente la representacion parametrica como una descripcion del 
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movimiento, en la cual A se puede considerar como la velocidad del insecto. En 
un determinado tiempo t , el insecto se encuentra en el punto 


X(t) = P + tA, 

que es la posicion del insecto en el tiempo t . 

Esta representacion parametrica tambien es util para describir el conjunto 


de puntos que estan en el segmento de recta determinado por dos puntos dados. 
Sean P y Q dos puntos. Entonces el segmento determinado por P y Q consiste 
en todos los puntos 


S(t) = P + t(Q - P) donde 0 < t < 1. 


En realidad, 0(Q — P ) es un vector que tiene la misma direccion que PQ , tal 
como se muestra en la figura 31. 



P 



0 


Figura 31 


Cuando t = 0, tenemos que 5(0) = P, de manera que, en el tiempo t = 0, el 
insecto se encuentra en P . Cuando t = 1 tenemos 


S(l) = P + (Q- P) = Q, 


de modo que, cuando t — 1 , el insecto se encuentra en Q . Conforme t va de 0 
a 1 , el insecto avanza de P a Q . 

Ejemplo 1 . Sean P = (1,— 3,4) y Q = (5,1,— 2). Halle las coordenadas 
del punto que se encuentra a un tercio del camino de P a Q . 

Sea 5(<), como se indico con anterioridad, la representacion parametrica del 
segmento que une a P con Q. El punto deseado es 5(1/3), esto es: 


5 



= P + \(Q ~ P) = (1, -3,4) + |(4, 4, -6) 
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Advertencia. El punto deseado en el ejemplo que se acaba de ver no esta dado 
por 

P + Q 
3 * 

Ejemplo 2. Encuentre una representacion parametrica para la recta que 
pasa por los dos puntos P = (1, —3, 1) y Q = (—2, 4, 5) . 

Primero tenemos que encontrar un vector en la direccion de la recta. Hagamos 

A = P - Q, 

por lo que 

A = (3, -7,-4). 

Por consiguiente, la representacion parametrica de la recta es 
X{t) = P + tA = (1, -3, 1) + *(3, —7, -4). 

Observacion. Tambien seria correcto dar una representacion parametrica 
de la recta de la siguiente manera: 

Y(t) = P + tB donde B = Q - P. 

Sin embargo, interpretadas en terminos del movimiento del insecto, una parame- 
trizacion da la posicion de un insecto que se mueve en una direccion a lo largo de 
la recta, a partir de P en el tiempo t = 0, mientras que la otra parametrizacion 
da la posicion de otro insecto que se mueve en la direccion opuesta a lo largo 
de la recta, partiendo tambien de P en el tiempo t = 0 . 

Ahora estudiaremos la relacion que hay entre una representacion parametrica 
y la ecuacion ordinaria de una recta en el piano. 

Suponga que trabajamos en el piano y escriba las coordenadas de un punto 
X como (x,y). Sean P = (p, q) y A = (a, 6). Entonces, en terminos de las 
coordenadas, po demos escribir 

x = p + ta, y = q + tb. 

De modo que podemos eliminar t y obtener la ecuacion usual que relaciona a x 

y y • 

Ejemplo 3. Sean P = (2, 1) y A — (—1,5). Entonces la representacion 
parametrica de la recta que pasa por P en la direccion de A nos da 

(*) x = 2 — tj y=l + 5tf. 

A1 multiplicar por 5 la primera ecuacion y al sumar se obtiene 

(**) 5 x + y = 11, 

que es la conocida ecuacion de una recta. 
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Esta eliminacion de t muestra que toda pareja (x, y) que satisface la repre- 
sentation parametrica (*) para algun valor de t tambien satisface la ecuacion 
(**), Reciprocamente, suponga que tenemos una pareja de numeros (x,y) que 
satisface (**) . Sea t = 2 — x . Entonces 


y = 11 - 5x = 11 - 5(2 - t) = 1 + 5*. 

En consecuencia, existe algun valor de t que satisface la ecuacion (*). Por 
tanto, hemos probado que las parejas (x,y) que son soluciones de (**) son 
exactamente las misma s parejas de numeros que aquellas que se obtienen al 
dar valores arbritrarios a t en (*). Asi, la recta se puede describir en forma 
parametrica como en (*) o en terminos de su ecuacion usual (**) . Al comenzar 
con la ecuacion ordinaria 

5 x + y= 11, 

hacemos t = 2 - x con el objeto de recuperar la parametrizacion especifica de 

(*)• 

Cuando parametrizamos una recta en la forma 

X = P + tA, 

tenemos, por supuesto, una infinidad de posibilidades para escoger P en la 
recta y tambien una infinidad de posibilidades para escoger A, difiriendo en un 
multiplo escalar. Siempre podemos seleccionar al menos uno. A saber, dada una 
ecuacion 

ax + by = c, 

donde a , b y c son numeros, supongamos que a ^ 0 . Usemos y como parametro 
y hagamos 

V = *■ 

Entonces podemos despejar x, a saber, 

c b 

x = —t. 

a a 

Sean P = (c/a, 0) y A = (-6/a,l). Vemos que un punto arbitrario (x,y) que 
satisface la ecuacion 

ax + by = c 

se puede expresar en forma parametrica, a saber, 

(x,y) = P + tA. 

En dimensiones mas grandeSj al comenzar con una represent acion parametrica 

X =P + M, 

no podemos eliminar t y } por tanto, la represent acion parametrica es la unica 
disponible para describir una recta. 


Pianos 
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Ejercicios I, §5 

1. Encuentre una representation parametrica para la recta qne pasa por las siguientes 
parejas de puntos. 

(a) Pi = (1,3, — 1) y P 2 = (-4,l,2) 

(b) P 1 = (-1,5,3) y P 2 = (-2,4,7) 

Encuentre una representacion parametrica para la recta que pasa por los siguientes 
puntos. 

2. (1,1,-1) y (-2,1,3) 3. (-1,5,2) y (3, -4,1) 

4. Sean P = (1, 3, —1) y Q = (—4, 5,2) . Determine las coordenadas de los siguientes 
puntos: 

(a) El punto medio del segmento de recta que une a P con Q . 

(b) Los dos puntos de este segmento de recta que se encuentran a un tercio y a dos 
tercios del c amino de P a Q . 

(c) El punto que esta a una quinta parte del camino de P a Q . 

(d) El punto que se encuentra a las dos quintas partes del camino de P a Q . 

5. Si P y Q son dos puntos arbitrarios del espacio de n dimensiones, de la formula 
general para el punto medio del segmento de recta determinado por P y Q . 

I, §6. Pianos 

En el espacio de 3 dimensiones po demos describir pianos median te una ecuacion 
analoga a la ecuacion sencilla de la recta. Procedemos de la siguiente manera: 


z 



Sea P un punto en el espacio de 3 dimensiones y consideremos un vector 
anclado ON . Definimos el piano que pasa por P que es perpendicular a 
Orf como la coleccion de todos los puntos X tales que el vector anclado PX 
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cs perpendicular a ON . Conforme a nuestras definiciones, esto equivale a la 
condicion 

(X-P)-N = 0, 

que tambien se puede escribir como 

X N = P-N. 


Tambien diremos que este es el piano perpendicular a N y que consta de todos 
los vectores X tales que X — P e s perpendicular a N . En la figura 32 hemos 
dibujado una situacion tfpica en el espacio de 3 dimensiones. 

Ademas de decir que N es perpendicular al piano, tambien se dice que N 
es normal al piano. 

Sea t un numero ^ 0. Entonces el conjunto de los puntos X tales que 

(X - P) • N = 0 

coincide con el conjunto de los puntos X tales que 

(X-P)-tN = 0. 

Por tanto, podemos decir que nuestro piano es aquel que pasa por P y es per- 
pendicular a la recta en la direccion de N . Para hallar la ecuacion del piano, 
podrfamos usar cualquier vector tN (con t ^ 0) en lugar de N . 

Ejemplo 1. Sean 

P = (2,1,— 1) y AT = (-1,1,3). 

Sea X = (x, y } z) . Entonces 

A*JV = (-l)x + 2/ + 32r. 

Por consiguiente, la ecuacion del piano que pasa por P y es perpendicular a N 
es 

—x + y + = —2 + 1 — 3, 

o bien, 

—x + y + 3z = —4. 

Observe que en el espacio de 2 dimensiones, donde X = (x,y), las formulas 
conducen a la ecuacion de la recta en el caso ordinario. 

Ejemplo 2. La ecuacion de la recta en el piano (x, y ) , que pasa por (4, —3) 
y que es perpendicular a (—5,2), es 

— 5x + 2y = —20 — 6 = —26. 

Nos encontramos ahora en posicion de interpretar los coeficientes (-5,2) de 
x y y que aparecen en esta ecuacion. Estos coeficientes dan origen a un vector 
perpendicular a la recta. En cualquier ecuacion 

ax + by = c 
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el vector (a, 6) es perpendicular a la recta determinada por la ecuacion. 
En forma analoga, en el espacio de 3 dimensiones, el vector (a,6,c) es perpen- 
dicular al piano determinado por la ecuacion 

ax -f by + cz = d. 

Ejemplo 3. El piano determinado por la ecuacion 

2x — y -f 3z = 5 

es perpendicular al vector (2,— 1,3). Por supuesto, si queremos encontrar un 
punto en ese piano, tenemos much as opciones. Podemos dar valores arbitrarios 
a x y a y y luego despejar z. Para obtener un punto en concreto, hagamos 
x = 1, y y— 1. Luego despejemos z ) a saber, 

3z = 5 — 2 + 1 = 4, 

de man era que z — | . Asf, 

(i.i.i) 

es un punto en el piano. 

En el espacio de n dimensiones se dice que la ecuacion X • N = P • N es la 
que corresponde a un hiperplano. Por ejemplo, 

3x — y + z + 2w — § 

es la ecuacion de un hiperplano en el espacio de 4 dimensiones que es perpendi- 
cular a (3, — 1, 1, 2) . 

Se dice que dos vectores, A y B , son paralelos si existe un numerb c ^ 0 tal 
que cA = B . Se dice que dos rectas son paralelas si, dados dos puntos distintos 
entre si Pi , Q i de la primera recta y P 2 , Q 2 de la segunda, los vectores 

P1-Q1 

y 

P 2 — <3 2 

son paralelos. 

Se dice que dos pianos son paralelos (en el espacio de 3 dimensiones) si 
sus vectores normales son paralelos. Se dice que son perpendiculares si sus 
vectores normales son perpendiculares. Se define el angulo formado entre dos 
pianos como el angulo formado por sus vectores normales. 

Ejemplo 4. Encuentre el coseno del angulo 6 formado entre los pianos 

2x - y + z = 0, 
x + 2y — z = 1. 

Este coseno es el que corresponde al angulo formado entre los vectores. 

A = ( 2, -1,1) y B = (1,2,— 1). 

A-B 1 

~\\A\\\\B\\ = 6' 


Por consiguiente, 
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Ejemplo 5. Sean 

Q = (1,1,1) y P — (1) — 1 5 2). 

Sea 

N = (1,2,3). 

Encuentre el punto de interseccion de la recta que pasa por P en la direccion de 
AT, con el piano que pasa por Q y que es perpendicular a AT. 

La representacion parametrica de la recta que pasa por P en la direccion de 
N es 

(1) X = P +tN. 

La ecuacion del piano que pasa por Q y que es perpendicular a AT es 

(2) (X-Q)-N = 0. 

Podemos representar la recta y el piano de la manera siguiente: 



Debemos encontrar el valor de t tal que el vector X de (1) tambien satisfaga 
(2), esto es, 

(P + tN — Q) • AT = 0, 

o bien, despues de usar las reglas del producto interior, 

(P-Q).N + tN -AT = 0. 

A I despejar i se obtiene 

{Q-_P)_N_ _ _1_ 

N • N 14’ 

por lo que el punto de interseccion deseado es 

P + tN = (l -1,2) + £(1,2,3) = (jf, 
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Ejemplo 6. Encuentre la ecuacion del piano que pasa por los tres puntos 
siguientes: 

Pi = (l,2,-1), P 2 = (-1,1,4), P 3 = (1, 3, —2). 
Representamos en forma esquematica los tres puntos de la manera siguiente: 


P2 



Ps 


Luego encontramos un vector N perpendicular a y P 1 P 3 o, en otras 

palabras, perpendicular a, P 2 — P\ y P3 — Pi . Tenemos que 

Pi- Pi = (-2.-1, +5), 

P 3 -Pi = (0, 1,-1). 

Sea N = (a, b,c) . Debemos resolver 

N-(P 2 -P 1 ) = 0 y jV-(P 3 -Pi) = 0, 
en otras palabras, 

— 2 cl — b "I - 5c “ 0, 

b — c = 0. 

Tomemos b = c = 1 y despejemos a ; se obtiene a = 2. Entonces 

AT = (2,1,1) 

satisface nuestros requerimientos. El piano perpendicular a N que pasa por Pi 
es el piano deseado. Por consiguiente, su ecuacion es X • N = Pi • N , esto es, 

2x y -\- z — 2-|-2 — 1 = 3. 

Distancia entre un punto y un piano. Considere un piano definido por 
la ecuacion 

(X - P) • N = 0, 

y sea Q un punto arbitrario. Queremos encontrar una formula para la distancia 
entre Q y el piano; con esto queremos decir la longitud del segmento desde Q 
haata el punto de interseccion de la recta perpendicular al piano que pasa por 
Q, tal como se muestra en la figura. Llamemos Q' a este punto de interseccion. 
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Por geometria, tenemos: 


longitud del segmento QQ ' = longitud de la proyeccion de QP sobre QQ ' . 

Podemos expresar la longitud de esta proyeccion en terminos del producto in- 
terior de la manera siguiente. tin vector unitario en la direccion de N , que es 
perpendicular al piano, esta dado por AT/ 1 1 AT 1 1 . Entonces 

longitud de la proyeccion de QP sobre QQ' 

— norma de la proyeccion de Q — P sobre N/ 1| N\\ 


( Q-p ’)• 


N 

IMI 


Esta tambien se puede escribir en la forma: 


distancia entre Q y el piano = 


\(Q-P)-N\ 

ll^ll 


Ejemplo 7. Sean 

Q = (1,3,5), P = (—1, 1,7) y iV = (-1, 1,-1). 
La ecuacion del piano es 

— x + y — z — —5. 

Encontramos que ||iV|| — y/Z , 


Q - P = (2, 2, -2) y (Q - P) • N = -2 + 2 + 2 = 2. 
Por tanto, la distancia entre Q y el piano es igual a 2/y/Z. 
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Ejercicios I, §6 


1. Demuestre que las rectas 2x -f Sy = 1 y 5a; — 5 y — 7 no son perpendiculares entre 
81 . 

2. Sean y = mx -f b y y = m'x -f c las ecuaciones de dos rectas en el piano. En- 
cuentre vectores perpendiculares a estas rectas. Demuestre que estos vectores son 
perpendiculares entre ellos si, y solo si, mm' = — 1. 

Encuentre en el espacio de 2 dimensiones la ecuacion de la recta perpendicular a N y 
que pasa por P , para los siguientes valores de N y P . 

3. TV = (1, —1), P = (—5, 3) 4. =(-5,4), P = (3,2) 

5. Demuestre que las rectas 

3x — 5y = 1, 2a; + 3^ = 5 

no son perpendiculares entre si. 


6. ^Cuales de las siguientes parejas de rectas son perpendiculares entre si? 

(a) 3x — 5y = 1 y 2a; -f y = 2 

(b) 2x + 7y = \ y x - y - 5 

(c) 3a; - 5y = 1 y 5a; -f 3y = 7 

(d) —x y — 2 y x-fj/ = 9 


7. Encuentre la ecuacion del piano perpendicular al vector N dado y que pasa por el 
punto P dado. 

(a) N = (1, —1, 3) , P = (4, 2, — 1) 

(b) iV=(-3,-2,4), P=(2 ,tt,-5) 

(c) TV =(-1,0,5), P = (2,3,7) 


8. Encuentre la ecuacion del piano que pasa por los siguientes tres puntos. 

(a) (2,1,1), (3, -1,1), (4, 2,-1) 

(b) (-2, 3,-1), (2,2,3), (-4, -1,1) 

(c) (-5, -1,2), (1, 2, —1) , (3, -1,2) 

9. Encuentre un vector perpendicular a (1,2,— 3) y (2, —1,3), y otro vector perpen- 
dicular a (—1,3,2) y a (2,1,1). 

10. Encuentre un vector paralelo a la recta de interseccion de los dos pianos 

2x — y + * = 1, 3x -h y -f * = 2. 

11. La misma pregunta que en el ejercicio anterior, pero ahora para los pianos 

2x + y + 5z = 2, 3x — 2y + 2 = 3. 


12. Encuentre una representacion parametrica para la recta de interseccion de los pianos 
de los ejercicios 10 y 11. 

13. Encuentre el coseno del angulo formado entre los siguientes pianos: 

(a) r-fjf + ^ = l (b) 2x + 3y — z = 2 

x - y- z = 5 x ~y + z = 1 

(c) x 4- 2y — z = 1 (d) 2x -f y 4* z — 3 

— x -f + * = 2 — x — y + z = tt 
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14. (a) Sean P = (1,3,5) y A = (-2,1,1). Encuentre la interseccion de la recta que 

pasa por P en la direccion de A y el piano 2x -f 3 y z — 1. 

(b) Sea P = (1,2, -1). Encuentre el punto de interseccion del piano 

3x - 4y + z = 2, 

con la recta que pasa por P, perpendicular al piano. 

15. Sean Q = (1,-1, 2), P = (1,3, -2) y N = (1,2,2). Encuentre el punto de 
interseccion de la recta que pasa por P en la direccion de N y el piano que pasa 
por Q perpendicular a N . 

16. Encuentre la distancia entre los puntos y los pianos que se indican. 

(a) (1,1,2) y 3z + </-5z = 2 

(b) (—1, 3,2) y 2x - 4y + z = 1 

(c) (3,— 2,1) y el piano yz 

(d) (-3, -2,1) y el piano yz 


CAPITULO II 


Matrices y 
ecuaciones lineales 


El lector ya ha trabajado con ecuaciones lineales en sus cursos elementales. Las 
ecuaciones lineales simplemente son como las siguientes: 

2x + y -f z =1, 

5x — y 7z = 0. 

El lector aprendio a resolver tales ecuaciones mediante la eliminacion sucesiva 
de las variables. En este capitulo revisaremos la teorla de dichas ecuaciones, 
trabajando con ecuaciones en n variables e interpretando los resultados desde 
el punto de vista vectorial. Se daran algunas interpret aciones geometricas de las 
soluciones de las ecuaciones. 

El primer capitulo se emplea muy poco en esta parte y se puede omitir por 
completo si tan solo se conoce la definicion de producto escalar entre dos n- 
tuplas. La multiplicacion de matrices sera formulada en terminos de tal producto. 
Sin embargo, una interpretacion geometrica de las soluciones de ecuaciones ho- 
mogeneas se basara en el hecho de que el producto escalar entre dos vectores es 
igual a 0 si, y solo si, los vectores son perpendiculares entre si, de manera que, si 
el lector esta interesado en esta interpretacion, debera consultar la seccion donde 
se explica este hecho en el Capitulo I. 


II, §1. Matrices 


Consideremos una nueva clase de objetos, las matrices. 
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Sean n y m dos enteros > 1. Un arreglo de numeros 

/an a i2 ai3 ••• ain \ 

a 21 Cl22 a 23 * • ' a 2n 



se conoce como matriz. Podemos abreviar la notacion para esta matriz ex- 
presandola como (a tJ ) ,i = l,...,myi = l,...,n. Decimos que es una matriz 
de m por n , o bien que es una matriz de m x n . La matriz tiene m renglones 
y n columnas. Por ejemplo, la primera columna es 


/ an \ 


y el segundo renglon es (a 2 i , <* 22 » • * « > a 2n) • Decimos que a*y es la entrada ij 
o la componente ij de la matriz. 

Vea de nuevo el Capitulo I, §1. El ejemplo del espacio de 7 dimensiones 
tornado de la economia da lugar a una matriz (aij) de 7 x 7 (i, j = 1? • • • »?)> 
si definimos a ^ como la cantidad que la 2 -esima industria gasta en la j-esima 
industria. De modo que, manteniendo la notacion de ese ejemplo, si <225 ~ 
50 , esto significa que la industria automotriz compro a la industria quimica 50 
millones de dolares de materias primas durante un ano determinado. 

Ejemplo 1 . La siguiente es una matriz de 2x3. 



Tiene dos renglones y tres columnas. 

Los renglones son (1,1,— 2) y (—1,4,— 5). Las columnas son 



Por tanto, los renglones de una matriz se pueden considerar como n-tuplas y las 
columnas como m-tuplas verticales. Una m-tupla vertical tambien se conoce 
como vector columna. 

Un vector (#i, . . . , x n ) es una matriz de 1 x n. Un vector columna 



es una matriz de n x 1 . 

Cuando expresamos una matriz en la forma (a^y) , i denota el renglon y j la 
columna. De esta manera, en el ejemplo 1 tenemos 


an = 1 , a 23 — — 5 . 
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Un numero individual (a) se puede considerar como una matriz de lxl. 
Sea i = 1 y j = l,...,n, una matriz. Si m = n, entonces 

decimos que es una matriz cuadrada. Asi, 



son matrices cuadradas. 

Definimos la matriz nula como aquella en la que = 0 para todos i y j , 
y cuyo aspecto se muestra en seguida: 


/0 0 0 0 \ 

0 0 0 ••• 0 

\0 0 0 ••• 0 / 

La representaremos con O . Observemos que hasta ahora nos hemos encontrado 
con el numero cero, con el vector nulo y con la matriz nula. 

Ahora vamos a definir la adicion de matrices y la multiplicacion de matrices 
por numeros. 

Definimos la adicion de matrices solo cuando tienen el mismo tamano. Asf, 
sean m y n enteros fijos > 1. Sean A = (a, ; ) y B = (6 t; ) matrices de m x n. 
Definimos la matriz A -f B como aquella cuya componente en el renglon i y la 
columna j es +6^ . En otras palabras, sumamos matrices del mismo tamano, 
componente a componente. 

Ejemplo 2. Sean 


Entonces 



Si tanto A como B son matrices de lx n, esto es, n-tuplas, entonces obser- 
vamos que nustra adicion de matrices coincide con la adicion que hemos definido 
en el Capitulo I para n-tuplas. 


Si O es la matriz nula, entonces para cualquier matriz A (del mismo 
tamano , por supuesto), tenemos que O + A — A + 0 = A. 


Esto se puede verificar en forma trivial. Ahora definiremos la multiplicacion 
de una matriz por un numero. Sean c un numero y A = (a^*), una matriz. 
Definiremos cA como la matriz cuya componente ij es cctij . Escribimos 

cA = (cajj). 

Asi pucs, multiplicamos cada componente de A por c. 
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Ejemplo 3. Sean A y B como en el ejemplo 2. Sea c = 2. Entonces 


2A=(; 

Tenemos tambien que 


-2 0 

6 8 


) * 23 =(4 2 :') 


(-1)4 




En general, para cualquier matriz A = (cqj) representamos con —A (menos A ) 
la matriz (— a*j) . Como tenemos la relacion a*j — = 0 para numeros, tambien 

obtenemos la relacion 


A + (-A) = O 

para matrices. Tambien se conoce la matriz —A como inversa aditiva de A. 

Definimos otra nocion relacionada con una matriz. Sea A = (aij) una matriz 
de m x n. La matriz B = (^j») de n x m tal que bji — a,j se conoce como 
transpuesta de A, y se denota tambien con *A. El transponer una matriz 
equivale a intercambiar renglones por columnar y viceversa. Si A es la matriz 
que aparece al principio de esta seccion, entonces t A es la matriz 


/ dll 

<*21 

<*31 

012 

a 22 

<*32 

Vai „ 

<*2 n 

a 3 n 


Consideremos un caso particular: 


fl ml ^ 
^m2 

^mn / 


Si A = 


2 1 0 
1 3 5 


entonces 



Si A = (2, 1, -4) es un vector renglon , entonces 



es un vector column a. 

Una matriz A que es igual a su transpuesta, esto es, A = *A , se conoce como 
sim^trica. Dicha matriz necesariamente es una matriz cuadrada. 

Observacion sobre la notacion. He escrito el signo de transposicion a la 
izquierda debido a que en muchas situaciones se considera la inversa de una ma- 
triz y se escribe A -1 , y entonces resulta mas sencillo escribir i A~ l que (A'" 1 )^ o 
que (A*)*" 1 las que, de hecho, son iguales. No ha habido consenso en la comuni- 
dad matematica con rcspecto a donde se debe colocar el signo de transposicion, 
si a la derochft o a la izquierda. 
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Ejercicios II, §1 

1. Sean 

Am {-\ 1 0 » °=(-\ ; :?)• 

Encuentre A + 5, 3 5, -2 5, A + 2B, 2,4 + 5, A- B, ,4-25, B ~ A. 

2. Sean 

'0 * -[ "i -0- 

Encuentre ,4 + 5, 35, -25, ,4 + 25, A-B, B-A. 

3. (a) Escriba los vectores renglon y los vectores columna de las matrices A y 5 del 

ejercicio I. 

(b) Escriba los vectores renglon y los vectores columna de las matrices A y B del 
ejercicio 2. 

4. (a) En el ejercicio 1, encuentre t Ay t B. 

(b) En el ejercicio 2, encuentre t Ay t B. 

5. Si A y B son matrices arbitrarias de m x n, demuestre que 

*(A + B) = i A+*B. 

6. Si c es un numero, demuestre que t {cA) = 0^4. 

7. Si A = (uiy) es una matriz cuadrada, entonces los elementos a,, se denominan 
elementos diagonales. ^En que difieren los elementos diagonales de A y *A? 

8. En el ejercicio 2, determine *(A + B) y t A + t B . 

9. En el ejercicio 2, determine A + l A y B -f *B . 

10. (a) Demuestre que, para cualquier matriz cuadrada, la matriz A + *A es simetrica. 

(b) Se dice que una matriz A es antisimetrica si X A = - A . Demuestre que, para 
cualquier matriz cuadrada A , la matriz A — X A es antisimetrica. 

(c) Si una matriz es antisimetrica, £que puede usted decir acerca de sus elementos 
diagonales? 

1 1 . Sean 


Ei = (1,0,..., 0), Ei = (0, 1, 0, ... , 0),. E n = (0, . . . ,0, 1) 

los vectores unitarios canonicos de R n . Sean , . . . , x n numeros. ^Que es 
x\E\ H h x n E n ? Demuestre que, si 

x 1 E 1 + h x n E n = O, 

entonces x, = 0 para todo i. 


46 


Matrices y ecuaciones lineales 


[II, §2] 


II, §2. Multiplication de matrices 


Definiremos ahora el producto de matrices. Sea A = (flij), i — y 

j = 1, . . . , n, una matriz de mxn . Sea B = ( bjk ) , j = 1, . . . , n y sea k = 1, . . . , s 
una matriz de n x s : 


1 

/ ail * 

" °r), 

B = 

/hi ■ 

bn\ 


V Oml 

* * a>mn / 


\b n i • 

■■ b n J 


Definimos el producto AS como la matriz de m x s cuya coordenada ik es 


T^hjk = a il&lA: + H H a inKk- 

i=i 

Si Ai , . . . , A m son los vectores renglon de la matriz A, y si S 1 , . . . , B s son los 
vectores columna de la matriz B , entonces la coordenada ik del producto AB 
es igual a .A,* • B k . Asf, 

Mi-B 1 **• A!-B'\ 

AB =( : * 

\A m B l ■ A m ■ B s ) 

La multiplication de matrices es, por consiguiente, una generalization del pro- 
ducto interior. 

Ejemplo. Sean 





Entonces AB es una matriz de 2 x 2 y los calculos muestran que 



Ejemplo. Sea 

C = 

Sean A y B como en el ejemplo 1. Entonces 



Calcule (AB)C. ;,Que encontro? 




[II, §2] 


Multiplicacion de matrices 


47 


Si X = (xi, es un vector renglon, es decir, una matriz de 1 x m, 

entonces podemos formar el producto XA y el cual tiene el siguiente aspecto: 

C a n * • * «i n \ 

I * j = ’ ' * ‘ ’ 

a mi * * * a m „ / 

donde 

2/A: . 

En este caso, XA es una matriz de 1 x n, es decir, un vector renglon. 

Por otra parte, si X es un vector columna, 


'Xi 


X = 


entonces AX — Y , donde Y tambien es un vector columna, cuyas coordenadas 
estan dad as por 


Vi — ^ ^ ciijXj — an xi * • • A a tn x n . 
j= l 

La multiplicacion AX — Y tiene el siguiente aspecto: 


an 

* * \ 

(*')- 

( j/i > 

a?ni 

a mn / 

U 

\t/m / 


Ejemplo. Ecuaciones lineales. Las matrices brindan una manera comoda 
de escribir ecuaciones lineales. El lector seguramente ya ha trabajado con siste- 
mas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, una ecuacion como: 

3x — 2y + 3z = 1, 

con tres incognitas x, y, z. O bien un sistema de dos ecuaciones con tres 
incognitas 

3x — 2y -f Zz = 1, 

— x -f- 7y — 4z = —5. 

En este ejemplo formamos la matriz de los coeficientes 


(*) 


-(J 1 -!)• 


Sea B el vector columna de los numeros que aparecen en el miembro derecho 
del sistema, es decir 


B 


-(-!)■ 
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Sea el vector de las incognitas el siguiente vector columna: 



Entonces se percibe que el sistema de dos ecuaciones simultaneas se puede escribir 
en la siguiente forma: 

AX = B. 

Ejemplo. La primera ecuacion de (*) representa la igualdad de las primeras 
componentes de AX y de J B , mientras que la segunda ecuacion de (*) representa 
la igualdad de las segundas componentes de AX y de B . 

En general, sea A = { a ij) mafcriz de m x n y sea B un vector columna. 
de tama.no m. Sea 

/ x i\ 


un vector columna de tamano 

anXi 
<321*1 

<3ml*l A * * * A a mn x n ^ > 

se puede escribir de la siguiente manera , que es mas eficiente: 

AX = B , 

debido a la definicion de multiplicacion de matrices. Mas adelante vere- 
mos como resolver tales sistemas. Decimos que hay m ecuaciones y n 
incognitas o n variables. 

Ejemplo. Matrices de Markov. A menudo se puede emplear una matriz 
para representar una situacion practica. Consideremos tres ciudades, digamos 
Los Angeles, Chicago y Boston, que denotamos con LA, Ch y Bo. Supongamos 
que, en cualquier aho dado, algunas personas salen de una de estas ciudades para 
ir a alguna de las otras. El porcentaje de las personas que salen y llegan esta 
dado de la manera siguiente, por aho: 

| LA va a Bo y \ LA va a Ch. 

| Ch va a LA y | Ch va a Bo. 

1 Bo va a LA y | Bo va a Ch. 

Sean x n , y n y z n las poblaciones de LA, Ch y Bo, respectivamente, en el aho n. 

EntoriccH podemos expresar la poblacion en el aho n + 1 de la siguiente manera. 




~ £ 


V x n / 


n. Entonces el sistema de ecuaciones lineales 
A * • • + Q'lnXn — & 1 ) 

+ • • • + 0>2n x n = ^2j 
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En el ano n + 1 , | de la poblacion de; LA sale para Boston y ~ sale para 
Chicago. La fraction total que sale de LA durante el ano es, por consiguiente, 

l i l _ ii 

4 ' 7 28 • 

En consecuencia, la fraction total que permanece en LA es 

1 _ n _ 17 
A 28 ” 28* 

Por tanto, la poblacion de LA en el ano n + 1 es 

x n + 1 = 28 x n + 5 Vn 4 " 5 z n- 

En forma analoga, la fraction que sale de Chicago cada ano es 

1 , 1 _ _ 8 _ 

5 ' 3 15 ’ 

de manera que la fraction que permanece en ese lugar es ^ . Por ultimo, la 
fraction que sale de Boston cada ano es 

i 1 i_i 

6 ' 8 24’ 

de manera que la fraction que permanece en Boston es || . Asi, 

— J x n 4 " Y^y * 1 
Z n +1 = \x n -f |t/ n + 


24 *n- 


Sea A la matriz 


A = 


/II 

28 

1 

7 

V \ 


I I \ 


6 

1 

8 

II 

24 


Entonces podemos describir en forma mas simple el cambio de poblacion me- 
dian te la expresion 


X n+1 = AX n 


donde 


j 

( x n\ 

i 

=1 

?- 

1 - 


El cambio de X n a X n +i se conoce como proceso de Markov. Este se debe a 
la propiedad especial de la matriz A , cuyas componentes son todas > 0 y tales 
que la suma de todos los elementos de cada columna es igual a 1. Una matriz 
asi recibe el nombre de matriz de Markov. 

Si A es una matriz cuadrada, entonces podemos formar el producto AA, que 
ncra una matriz cuadrada del mismo tamaho que A. Se denota con A 2 . En 
lorma analoga, podemos formar A 3 , A 4 y, en general, A n para cualquier entero 
positivo n. Por tanto, A n es el producto de A consigo misma n veces. 

Podemos definir la matriz unitaria de n x n como la matriz que tiene todas 
I oh componentes diagonales iguales a 1 y todas las demas componentes iguales a 
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0. Asi, la matriz unitaria de nxn, denotada con /„ , tiene el sxguiente aspecto: 


/I 

0 


/» = 


0 0 1 


0 

Vo 


0 0 
0 0 


1 


0\ 

0 

0 

0 

1 / 


A = 


Entonces podemos definiv A® — I (la matriz unitaria del mismo tamano que A). 
Observe que, para cualesquiera dos enteros r y s > 0 , tenemos la relacion usual 

A r A s = A’A r = A r+S . 

Por ejemplo, en el proceso de Markov descrito anteriormente, podemos expresar 
el vector de poblacion en el ano n + 1 de la siguiente manera. 

X n +i = a n Ai, 

donde X\ es el vector de poblacion en el primer ano. 

Advertencia. No siempre es cierto que AB = BA. Por ejemplo, calcule 
AB y BA en el siguiente caso: 

0 •) s =(ot 

Encontrara dos valores diferentes. Esto se expresa diciendo que la multiplicacion 
de matrices no necesariamente es conmutativa. Desde luego, en algunos casos es - 
peciales , si tenemos que AB = BA. Por ejemplo, las potencias de A conmutan, 
es decir, tenemos que , tal como se indico antes. 

Probemos ahora otras propiedades basicas de la multiplicacion. 

Ley distributiva. Sean A, B y C matrices. Supongamos que A y B se 
pueden multiplicar entre si } que A y C se pueden muitiplicar entre si y que, B 
y C se pueden sumar. Entonces A y B + C se pueden multiplicar entre si, y 
tenemos que 

A(B + C) = AB + AC. 

Si x es un numero, entonces 

A(xB) = x(AB). 

Demostracion . Sea Ai el i-esimo renglon de A y sean B k y C k las fc-esimas 
columnas de B y C, respectivamente. . . . Entonces k-e sima columna de B + C 
es B k + C k . Por definicion, la componente ik de A(B + C) es A { • [B k + C ) . 
Como 

Ai-(B h + C k ) = Ai-B k + Ai-C k 9 

se infiere nuestra primera afirmacion. Con respecto a la segunda, observe que la 
fc-esima columna de xB es xB k . Como 

Ai • xB k = x{Ai • B k ), 

so infiere nuestra segunda afirmacion. 
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Ley asociativa. Sean A, B y C matrices tales que A y B se pueden 
multiplicar entre si y que B y C se pueden multiplicar entre si. Entonces A y 
BC se pueden multiplicar entre si. Lo mismo sucede con AB y C y tenemos 

(AB)C = A(BC). 

Demostracion. Sea A = una matriz de rax n; sea B = (bj k ) una matriz 
de n x r y sea C = (c*j) una matriz de r x s. El producto AB es una matriz 
de ra x r, cuya componente ik es igual a la suma 

a il^lk + a i2^2k H 1" 

Abreviaremos esta suma mediante el empleo de nuestra notacion escribiendo 

n 

^ ^ a ij bjk • 
j=l 

Por definicion, la componente il de ( AB)C es igual a 


n 

II 

n 

y ] a ijbjk c kl 

j= 1 

k = 1 

J- 1 


La suma que aparece a la derecha de la igualdad tambien se puede describir 
como la suma de todos los terminos 

'y r j aijbjkCku 

donde j y k varian sobre todos los enteros 1 < j < n y 1 < & < r, respectiva- 
mente. 

Si hubieramos comenzado con la componente jl de BC y luego hubieramos 
calculado la componente il de A(BC), habrfamos encontrado exactamente la 
misma suma, probando de esa manera la propiedad deseada. 

Las propiedades anteriores son muy similares a las de la multiplicacion de 
numeros, excepto que no se cumple la ley conmutativa. 

Tambien po demos relacionar la multiplicacion con la transpuesta: 

Sean A y B matrices de un tamario tal que AB esta definida. Entonces 

\AB) = t B i A . 

En otras palabras, la transpuesta del producto es igual a 1 producto de las 
transpuestas en orden inverso. 

Demostracion . Sea A — (a^) y B = ( bj k ). Entonces AB — C = (c**), 
donde 

C(k — ^il^lk ”b * * * “b ^in^nk 
~ blk a il “b * * * 4" bnkQ’in • 

Sean X A — X B = (6^.) y X C = (c*-). Entonces 

a ji — a ij j ^kj = bjk j Cki ~ 

En consecuencia, podemos escribir la relacion anterior como sigue: 

c ki = b'ki a 'ii + b b' kn a' nii 

lo <|iic muestra que X C = x B t A ) tal como se deseaba. 
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Ejemplo. En lugar de escribir el sistema de ecuaciones lineales AX = B en 
terminos de vectores columna, po demos escribirlo considerando las transpuestas, 
lo que da por resultado 

t X t A= t B. 

Si X y B son vectores columna, entonces l X y % B son vectores renglon. A veces 
conviene reescribir el sistema de esta manera. 

A diferencia de la division entre numeros no nulos, no podemos dividir 
entre una matriz, como tampoco podemos dividir entre un vector (n-tupla). 
En ciertas circunstancias, podemos definir una inversa de la siguiente manera. 
Esto lo hacemos solo para matrices cuadradas. Sea A una matriz de nxn. Una 
inversa de A es una matriz B tal que 

AB = BA = I. 

Puesto que multiplicamos A por B en ambos lados, la unica manera de que esto 
tenga sentido es que B tambien sea una matriz de nxn. Algunas matrices no 
tienen inversas. Sin embargo, si existe una inversa, entonces existe solo 
una (decimos que la inversa es unica, o que esta determinada en forma 
unica por A). Esto es facil de probar. Supongamos que B y C son inversas 
de A, de manera que 

AB = BA = I y AC = CA = I. 

Multipliquemos la ecuacion BA = I a la derecha por C . Entonces 

BAG — 1C — C 

y hemos supuesto que AC = 7, de manera que BAG = BI = B . Esto prueba 
que B = C . A la luz de lo anterior, denotamos la inversa con 

A" 1 . 

Entonces A~ l es la unica matriz que 

A~ X A=I y AA~ l = L 


Mas adelante probaremos que, si A y B son matrices cuadradas del mismo 
tamano tal que AB = 7, entonces se infiere que tambien 

BA = I. 

En otras palabras, si B es una inversa por la derecha de A ) entonces tambien 
es una inversa por la izquierda. De momento, el lector puede suponer esto. Asf, 
cuando verifique que una matriz es la inversa de otra, solo necesita hacerlo por 
un lado. 

Tambien encontraremos mas adelante una manera de calcular la inversa, 
cuando cxista, lo que puede ser un asunto tedioso. 
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Sea c un numero. Entonces la matriz 

(c 0 
0 c 

cl — 


0 


°\ 

0 


\0 e / 

que tiene componente c en cada entrada diagonal y 0 en las demas entradas, se 
conoce como matriz escalar. Tambien la podemos escribir como cl, donde I 
es la matriz unitaria de n X n. Vease el ejercicio 6. 

Como una aplicacion de la formula para la transpuesta de un producto, ve- 
remos ahora que: 


La transpuesta de una inversa es la inversa de la transpuesta, esto es 

*(A- 1 ) = CA)~ 1 . 

Demostracion. Consideremos la transpuesta de la relacion AA~ 1 = I . En- 
tonces, por la regia para la transpuesta de un producto, obtenemos 

t (A- 1 ) t A = t I = I 

porque I es igual a su propia transpuesta. Del mismo modo, al aplicar la trans- 
puesta a la relacion A~ l A — I se ob tiene 

t A t (A' 1 ) = t I = I. 

Por tanto, % {A~ l ) es una inversa de *A , como se queria mostrar. 


En vista de este resultado, ae acostumbra omitir los parentesis y se escribe 

U " 1 

para representar la inversa de la transpuesta, la que, segun hemos visto, es igual 
a la transpuesta de la inversa. 

Finalizamos esta seccion con un ejemplo importante de multiplicacion de 
matrices. 


Ejemplo. Rotaciones. Un tipo especial de matrices de 2 x 2 representa 
rotaciones. Para cada numero 0 , sea R(9) la matriz 

cos 9 — sen 9 ' 

sen 9 cos 9 


m = 


Sea X — 


un punto sobre el cfrculo unitario. Podemos escribir sus 


coordenadas x , y en la forma 

x = cos ip, 


y = sen ip 


para algun numero ip. Entonces obtenemos, mediante la multiplicacion de ma- 
trices, 


f x\ _ f cos 9 —sen 9 
\y) ~ \sen9 cos 9 

_ / CO s(9 A <p) A 
\sen (9 + p>) ) ‘ 
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Esto se infiere de las formulas de adicion para el seno y el coseno, a saber, 
cos(0 + (p) = cos 9 cos <p — sen 6 sen <p, 
sen (6 + <p) = sen 6 cos <p + cos 0 sen <p. 

Un punto arbitrario de R 2 se puede escribir en la forma 



donde r es un numero > 0. Como 

R{6)rX = rR(0)X, 

vemos que la multiplicacion por R(0) tambien tiene el efecto de hacer girar a 
rX en un angulo 9 . Asi, la rotacion en un angulo 9 se puede representar por la 
matriz R(9 ) . 



Figura 1 


Observe que, por razones tipograficas, hemos escrito el vector i X en forma 
horizontal, aunque hemos puesto una pequena t en el supermdice superior iz- 
quierdo, para denotar la transpuesta, de manera que X es un vector columna. 


Ejemplo. La matriz que corresponde a la rotacion en un angulo de 7 t/ 3 esta 
dada por 

RW3)=(' c ° s '/ 3 , -'“'/in 

v ' ' \semr/6 cos ir/S J 

_ ( 1/2 -%/3/2\ 

“ VV5/2 1/2 )■ 
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Ejemplo S. eal= i (2, 5) . Giremos aXenun angulo de tt/ 3 , y encontremos 
las coordenadas del vector girado. 

Estas coordenadas son: 

= -^) (t) 

_ (l- 5\^/2\ 

" Vv^+5/2 J ■ 

Advertencia. Observe como multiplicamos por la izquierda al vector co- 
lumna por la matriz R(0) . Si el lector quiere trabajar con vectores renglon, 
entonces considere la transpuesta y verifique directamente que 

< 2 ' 5 >(-V 3/2 ^)=(l-5V5Av5+5/2)- 

En este caso se ha transpuesto la matriz R(6) . El signo menos ahora aparece en 
la esquina inferior izquierda. 

Ejercicios II, §2 

Los siguientes ejercicios ayudan principalmente a mecanizar la multiplicacion de matri- 
ces. Sin embargo, tambien ilustra algunos aspectos mas teoricos de esta multiplicacion. 
Por consiguiente, deberan resolverse todos. En forma mas especffica, tenemos que: 

Del ejercicio 7 al 12 se ejemplifica la multiplicacion por los vectores unitarios 
canonicos. 

Del ejercicio 14 al 19 se ejemplifica la multiplicacion de matrices triangulares. 

Del ejercicio 24 al 27 se ejemplifica la transformacion de la adicion de numeros en 
multiplicacion de matrices. 

Del ejercicio 27 al 32 se ejemplifican las rotaciones. 

Del ejercicio 33 al 37 se ejemplifican las matrices elementales y deberan resolverse 
antes de estudiar la seccion §5. 

1. Sea I la matriz unitaria de n x n. Sea A una matriz de n x r. lA que es igual 
I A? Si A es una matriz de m x n, la que es igual All 

2. Sea O la matriz cuyas coordenadas son todas iguales a 0. Sea A una matriz de un 
tamano tal que este definido el producto AO. que es igual AOl 


3. En cada uno de los siguientes casos, encuentre ( AB)C y A(BC). 
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4. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamano y suponga que AB — BA. 
Demuestre que 

(A + Bf =A 2 + 2AB + B\ y (A + B)(A-B) = A 2 - B\ 
usando la ley distributiva. 


5. Sean 




Encuentre AB y BA. 


6. Sea 



Sean A y B como en el ejercicio 5. Encuentre CA } AC , CB y BC . Establezca 
la regia general incluyendo este ejercicio como caso especial. 


7. Sean X = (1,0,0) y 


^Que es XA? 


(* 1 

A= [2 0 

\1 1 



8. Sea X = (0, 1, 0) y sea A una matriz arbitraria de 3 x 3 . £De que manera se podria 
describir XA? lY si X = (0,0,1)? Generalice obteniendo enunciados similares 
referidos a matrices de n x n y a sus productos con vectores unitarios. 


9. Sea 





Encuentre AX para cada uno de 



los siguientes valores de X . 



10. Sea 



7 

-1 

1 



Encuentre AX para cada uno de los valores de X dados en el ejercicio 9. 


11. Sean 


f°\ 

i 

0 

W 




es AX? 


12. Sea X un vector columna con todas sus componentes iguales a 0 excepto la coin- 
ponente j , quo es igual a 1. Sea A una matriz arbitraria, cuyo tamano es tal que 
podemos formar el producto AX . /,A quo es igual. A A 7 
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13. Sean X el vector columna y A la matriz indicados en cada caso. Encuentre AX 
como vector columna. 


<*> *-(* 

/ X\ ' 

(c) X=\ x 2 

V t 


\ /I 

0 


II 

1 

i 

/ \ 2 

0 

-i/ 


A = 


0 1 0 
0 0 0 


«*-(!) 

/ Xi ' 

(d) X = *2 

\z 3 , 


A = 


A = 


2 1 5 

0 1 1 

0 0 0 
1 0 0 


14. Sea A = ^ ^ . Encuentre el producto AS para cada una de las 

siguientes matrices S. Describa con palabras el efecto sobre A de este producto. 


(a) 5 = 


1 x 


0 1 

15. De nuevo, sea A 


(b) 5 = 


-(: !)• 

00 5 = (o l) (b) 5 = 


1 0 
X 1 


Encuentre el producto SA para cada una de las 


siguientes matrices S . Describa con palabras el efecto de este producto sobre A. 

1 o' 


x 1 


16. (a) Sea A la matriz 


'oir 
0 0 1 
,0 0 0, 


Encuentre A 2 y A 3 . Generalice a matrices de 4x4. 
(b) Sea A la matriz 


Calcule A 2 , A 3 y A 4 


17. Sea 


'111' 
0 1 1 

,0 0 1 


/I 0 O' 
A = 0 2 0 

\0 0 3, 


Encuentre A 2 , A 3 y A 4 


18. Sea A una matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son ai, . . . , a n . lA que son 
iguales A 2 , A 3 y A k para cualquier entero positivo k ? 


ID. Sea 


/ 0 1 6' 
A = 0 0 4 

Vo 0 0, 


Encuentre A 3 . 
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20. (a) Encuentre una matriz A de 2 x 2 tal que A 2 — — I — 

(b) Determine todas las matrices A de 2 x 2 tales que A 2 = O. 

21. Sea A una matriz cuadrada. 

(a) Si A 2 — O , demuestre que I — A es invertible. 

(b) Si A 3 = O , demuestre que I - A es invertible. 

(c) En general, si A n = O para algun entero positivo ra, demuestre que I - A es 
invertible. (Sugerencia: Considere la serie geometrica.) 

(d) Suponga que A 2 -f 2A + 7 = O . Demuestre que A es invertible. 

(e) Suponga que A 3 - A -f 7 = O . Demuestre que A es invertible. 

22. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo tamano. Decimos que A es seme- 
jante a B si existe una matriz invertible T tal que B = TAT -1 . Suponga que 
este es el caso. Pruebe que: 

(a) B es semejante a A. 

(b) A es invertible si, y solo si, B es invertible. 

(c) 1 A es semejante a l B . 

(d) Suponga que A n = O y que B es una matriz invertible del mismo tamano que 
A. Demuestre que ( BAB~ l ) n = O. 

23. Sea A una matriz cuadrada de la forma 


/ ail 

0 

* 

a 2 2 * * * • 

* \ 
* 

\ o 

0 

* 

&nn J 


La notacion significa que todos los elementos que se encuentran por debajo de la 
diagonal son iguales a 0 y que los elementos que se encuentran arriba de la diagonal 
son arbitrarios. Se puede expresar esta propiedad diciendo que 

aij = 0 si * > j. 

Una matriz asi se conoce como super iomente triangular. Si A y B son matrices 
superiormente triangulares (del mismo tamano), £que puede decirse de los elementos 
diagonales de AB ? 

En los ejercicios 24 a 27 se dan ejemplos en los que la adicion de numeros se 
transforma en multiplicacion de matrices. 

24. Sean a y b numeros, y sean 

a =(i i) y 5= 0 O' 

iA que es igual AB1 lA que son iguales A 2 y A 3 ? ^Que es A n , donde n es un 
entero positivo? 

25. Demuestre que la matriz A del ejercicio 24 tiene una in versa. ^Cual es esta in versa. ^ 

26. Demuestre que, si A y B son matrices dcnxn que tienen inversus, cntonces AB 
tiene una in versa. 
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27. Rotaciones. Sea R(9) la matriz 

p/m _ ( cos 6 ~ sen 6 \ 

— ^ sen 0 cos 9)' 

(a) Demuestre que, para cualesquiera dos numeros 9\ y 02 , tenemos que 

R(0i)R(0 2 ) = R(9 1 +0 2 ). 

[El lector tendra que usar las formulas de adicion para el seno y el coseno.] 

(b) Demuestre que la matriz R(9) tiene una inversa y descnbala. 

(c) Sea A = R(9 ) . Demuestre que 

■ 2 f cos 2 9 — sen 20^ 

” ^ sen 20 cos 29 J ' 

(d) Determine A n para cualquier entero positivo n. Use induccion. 

28. Encuentre la matriz A = R(9) asociada con la rotacion para cada uno de los 
siguientes valores de 9 . 

(a) 7r/2 (b) t/4 (c) x (d) — tt (e) — tt/3 

(f) tt/ 6 (g) 5 jt/4 


29. En general, sea 9 > 0. ^Cual es la matriz asociada con la rotacion en un angulo 
—9 ( es decir, una rotacion en un angulo 9 en sentido dextrogiro)? 

30. Sea X = *(1,2) un punto del piano. Si usted gira a X en un angulo de 7r/4, £cuales 
son las coordenadas del nuevo punto? 

31. La misma pregunta que en el ejercicio anterior, pero ahora cuando X = *(— 1 , 3) y 
se gira en un angulo de 7r/2. 

32. Para cualquier vector X de R 2 , sea Y = R(9)X su rotacion en un angulo 9. 
Demuestre que ||y|| = ||X||. 

Los siguientes ejercicios sobre matrices elementales deberan realizarse antes de es- 
tudiar la seccion §5. 

33. Matrices elementales. Sea 


A = 







-2 

-5 

4/ 


Sea U la matriz que se muestra en cada inciso. En cada caso encuentre U A . 


(a) 


(c) 


(e) 



0 >) 


(d) 


(f) 
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34. Sea E la matriz que se muestra en cada inciso. Encuentre EA , donde A es la 
misma matriz que se menciono en el ejercicio anterior. 


(a) 


/° 

1 

0 


, /I 

0 

0 

°\ 

1 

0 

0 

0 ' 

(b) 0 

0 

1 

0 I 

0 

0 

1 

0 , 

1 

0 

0 

\0 

0 

0 

1 ) 

\0 

0 

0 

1/ 


'1 0 0 0 \ 


(c) 


° 

1 

0 

0 

(d) 

0 

1 

0 

0 

1 0 

0 

1 

0 

0 

—2 

1 

0 

\0 

5 

0 

1 / 


\0 

0 

0 

1/ 


35. Sea E la matriz mostrada en cada inciso. Encuentre EA , donde A es la misma 
matriz que se menciono en el ejercicio anterior y en el ejercicio 33. 


(a) 


(<0 



o 


(b) 

0 

1 0 

0 

0 1 


\0 

0 0 


( I 

0 0 

(d) | 

: 

1 0 

-2 1 


\0 

0 0 


36. Sea A = (a,j) una matriz de m x n, 

an 


a\n 


< ami 


Sean 1 < r < m y 1 < s < m . Sea I rs la matriz cuya componente rs es igual a 1 
y tal que tod as las otras componentes son iguales a 0. 

(a) iA que es igual I r sA? 

(b) Suponga que r ^ s. iA que es igual (/ rs A I sr )A 1 

(c) Suponga que r s . Sea Ijj la matriz cuya componete jj es igual a 1 y tal que 
las otras componentes son iguales a 0. Sea 

Era — 7ra “h far “I - suma de todas las I 33 para j / r, j ^ s, 

iA que es igual E ta A1 


37. De nuevo, sea r ^ s. 

(a) Sea E = I A 3 I rs * iA que es igual EA? 

(b) Sea c cualquier numero. Sea E — I A cl rs . iA que es igual EA? 

El resto del capi'tulo estara relacionado principalmente con ecuaciones lineales y, 
en especial , con las homogeneas . Encontraremos tres maneras de interpretar tales 
ecuaciones , lo que brindara tres maneras diferentes de considerar las matrices y los 
vectores. 
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II, §3. Ecuaciones lineales homogeneas y eliminacion 

En esta seccion consideraremos las ecuaciones lineales mediante un metodo de 
eliminacion. En la siguiente, analizaremos otro metodo. 

Nos interesara el caso en que el numero de incognitas es mayor que el numero 
de ecuaciones y veremos que, en ese caso, siempre existe una solucion no trivial. 
Antes de tratar el caso general, estudiaremos ejemplos. 

Ejemplo 1. Suponga que tenemos una sola ecuacion, como la siguiente: 

2x + y — Az = 0. 

Deseamos encontrar una solucion tal que x : y y z no sean simultaneamente 
iguales a cero. Una ecuacion equivalente es 

2x = — y + Az. 

Para encontrar una solucion no trivial, damos a todas las variables, excepto la 
primera, un valor especial 0, digamos y = 1 y z = 1. Entonces despejamos 
x . Encontramos que 

2x — —y A- Az — 3, 

por lo que x = | . 

Ejemplo 2. Consideremos una pareja de ecuaciones, digamos 

(1) 2x + 3y - z = 0, 

(2) x + y 4* z = 0. 

Mediante la eliminacion de una variable, reducimos el problema de resolver estas 
ecuaciones simultaneas al caso anterior de una ecuacion. Asi, multiplicamos 
la segunda ecuacion por 2 y la restamos de la primera ecuacion, con lo que 
obtenemos 

(3) y - 3z = 0. 

Ahora nos encontramos con una ecuacion con mas de una variable. Damos a z 
cualquier valor / 0, digamos z = 1, y despejamos y, a saber, y = 3. Luego 
despejamos x a partir de la segunda ecuacion, a saber, x = — y — z y obtenemos 
x = — 4 . Los valores que hemos obtenido para x ) y y z tambien son soluciones 
de la primera ecuacion, debido a que la primera ecuacion es (en un sentido obvio) 
la suma de la ecuacion (2) multiplicada por 2 y la ecuacion (3). 

Ejemplo 3. Deseamos encontrar una solucion para el sistema de ecuaciones 

3x — 2y *f z + 2w = 0, 
x y — z w = Q, 

2x — 2y+ 3z = 0. 
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De nuevo empleamos el metodo de eliminacion. Multiplicamos la segunda ecua- 
ci6n por 2 y la restamos de la tercera. Encontramos que 


—Ay -f 5z -f 2w = 0. 

Multiplicamos la segunda ecuacion por 3 y la restamos de la primera. Encontra- 
mos que 

—5 y + Az -j- = 0. 

Ahora hemos eliminado x de nuestras ecuaciones y encontramos dos ecuaciones 
con tres incognitas, y, z y w. Eliminamos y de estas dos ecuaciones de la 
manera siguiente: multiplicamos la superior por 5, multiplicamos la inferior por 
4 y las restamos. Obtenemos 

9 z - 10 w = 0 . 


Ahora demos a w un valor arbitrario ^ 0, digamos w — 1. Entonces podemos 
despejar z , a saber, 

z = 10/9. 

Regresando a las ecuaciones inmediatamente anteriores, despejemos y usando 

Ay — 5z + 2iv. 


Esto da como result ado 

y = 68/9. 

Por ultimo, despejemos x empleando, por ejemplo, la segunda ecuacion del con- 
junto original de tres, de manera que 

x = -y 4- z + w } 


o, en forma numerica, 


x = -49/9. 


De modo que hemos encontrado: 


w — l, z = 10/9, y = 68/9, x = -49/9. 

Observemos que temamos tres ecuaciones con cuatro incognitas. Mediante una 
eliminacion sucesiva de variables, redujimos estas ecuaciones a dos ecuaciones 
con tres incognitas y luego a una ecuacion con dos incognitas. 

Usando precisamente el mismo metodo, suponga que comenzamos con tres 
ecuaciones con cinco incognitas. A1 eliminar una variable se obtendran dos ecua- 
ciones con cuatro incognitas. La eliminacion de otra variable dara por resultado 
una ecuacion con tres incognitas. Entonces podemos resolver esta ecuacion y vol- 
ver hacia atras para obtener valores para las variables previas, tal como hemos 
mostrado en los ejemplos. 


En general, suponga que comenzamos con m ecuaciones con n incognitas y 
n > m. Eliminamos una de las variables, digamos x\ , y obtenemos un sistema 
de m — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas. Eliminamos una segunda variable, 
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cligamos x 2 , y obtenemos un sistema de m — 2 ecuaciones con n — 2 incognitas. 
Mediante la repeticion de este proceso eliminamos m — 1 variables, y terminamos 
con 1 ecuacion con n — m + 1 incognitas. Entonces damos valores arbitrarios 
no triviales a todas las variables restantes excepto una, despejamos esta ultima 
variable y luego procedemos hacia atras a fin de despejar en forma sucesiva cada 
una de las variables eliminadas, como hicimos en nuestros ejemplos. De este 
modo hemos obtenido una manera eficaz para encontrar una solucion no trivial 
del sistema original. 

Podemos decir todo esto de manera precisa en terminos de induccion. 

Sea A = (a*j), i = 1 , . . . y m y j = 1 , . . . ,n, una matriz. Sean 61, . . . , b m 
numeros. Ecuaciones como 


a n xi +• 

‘ 4 " QlnXn — b 

4 * * 

• - 4 - a mn x n = 6 , 


se conocen como ecuaciones lineales. Tambien decimos que (*) es un sistema de 
ecuaciones lineales. Se dice que el sistema es homogeneo si todos los numeros 
61 , . . . , b m son iguales a 0 . El numero n se conoce como el numero de incognitas 
y m es el numero de ecuaciones. 

El sistema de ecuaciones 

^11^1 -f b n x n — 0 

(**) : : 

^rol^l "I" * * * 4 " ^mn^n 0 

se llamara sistema homogeneo asociado con (*) . En esta seccion estudiare- 
mos el sistema homogeneo (**) . 

El sistema (**) siempre tiene una solucion, a saber, la solucion obtenida al 
hacer todo x; = 0 . Esta solucion se denominara solucion trivial. Una solucion 
(xi, . . . ,x n ) tal que algun x,* es ^ 0 se conoce como no trivial. 

Consideremos nuestro sistema de ecuaciones homogeneas (**) . Sean A\ y . . . , 
A m los vectores renglon de la matriz (a t; *). Entonces podemos escribir nuestras 
ecuaciones (*^) en la siguiente forma: 

A x -X = 0 

(**) : 

Am - X = 0, 

Por consiguiente, una solucion del sistema de ecuaciones lineales se puede inter- 
pretar como el conjunto de todas las n-tuplas X que son perpendiculares a los 
vectores renglon de la matriz A. Geometricamente, encontrar una solucion de 
(**) equivale a encontrar un vector que es perpendicular a A\ } . . . , A m . Al usar 
la notacion del product o interior se hara mas facil formular la demostracion de 
nuestro teorema principal, a saber: 

Teorema 3 . 1 . Sea 

a n x\ +•••+ ainXn - 0 

(**) ; : 

H b ^rrm^n — 0 
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un sistema, de m ecuaciones lineales con n incognitas y supongamos que 
n > m. Entonces el sistema tiene una solucion no trivial. 


Demostracion. La demostracion se llevara a cabo por induccion. 

Primero consideremos el caso de una ecuacion con n incognitas, n > 1; 

aixi H h a n x n = 0. 

Si todos los coeficientes ai, . . . , a n son iguales a 0, entonces cualquier valor de 
las variables sera una solucion y, ciertamente, existe una solucion no trivial. Su- 
pongamos que algun coeficiente a* es / 0 . Despues de reenumerar las variables 
y los coeficientes, podemos suponer que este coeficiente es ai . Entonces damos 
a # 2 , • • - , x n valores arbitrarios, por ejemplo, x<i — • • • = x n — 1 , y despejamos 
x\ , obteniendo 

X\ = (a2 + • • • + fln)- 

CL\ 

De esta manera obtenemos tina solucion no trivial para nuestro sistema de ecua- 
ciones. 

Ahora supongamos que nuestro teorema es cierto para un sistema de m — 1 
ecuaciones con mas de m — 1 incognitas. Probaremos que es cierto para m 
ecuaciones con n incognitas cuando n > m . Consideremos el sistema (**) . 

Si todos los coeficientes (a,j) son iguales a 0, podemos dar a nuestras variables 
cualquier valor no nulo con el objeto de obtener una solucion. Si algun coeficiente 
no es igual a 0, entonces, luego de reenumerar las ecuaciones y las variables, 
podemos suponer que es an. Para eliminar X\ restamos un multiplo de la 
primera ecuacion de las otras ecuaciones. A saber, consideramos el sistema de 
ecuaciones 

-X =0 


a 2 -— A, ) -X =0, 

a n 


quo tambien se puede escribir en la forma 

(* * *) 


A 2 ■ X - —Ai ■ X =0 

an 


A m -X- — Ai ■ X = 0 . 
an 

En este sistema, los coeficientes de x\ son iguales a 0. Por tanto, podemos 
< onsiderar (* **) como un sistema de m — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas, y 
te nemos que n — 1 > m — 1 . 

Conforme a nuestra suposicion, podemos hallar una solucion no trivial (^i , . . . , 
x n ) para este sistema. Entonces podemos despejar x i en la primera ecuacion, 

) 

-i / 

T.\ = (<118*2 + 1- ain*r.)- 

« li 


o sea, 
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De esta manera, hallamos una solucion de A\ • X = 0 pero, de acuerdo con 
(***), tenemos 

Ai X = ~A x -X 

an 

para i = 2, . . . , m . Por tanto, A{ • X = 0 para i = 2, . . . , m y, por consiguiente, 
hemos encontrado una solucion no trivial de nuestro sistema original (**) . 

El argumento que acabamos de dar nos permite proceder por pasos de una 
ecuacion a dos ecuaciones, luego de dos a tres, y asi sucesivamente. Esto concluye 
la prueba. 

Ejercicios II, §3 

1. Sean 

£, =(1,0,...,0), E 2 = (0,1,0, ..., E n = (0 0,1) 

los vectores unitarios canonicos de R n . Sea X una n-tupla. Si X • E{ = 0 para 
todo i, demuestre que X — O . 

2. Sean . . . , Am vectores de R n . Sean X y Y soluciones del sistema de ecuaciones 

X • Ai = 0 y Y • Ai — 0 para t = ,m. 

Demuestre que X -f Y tambien es una solucion. Si c es un numero, demuestre que 
cX es una solucion. 

3. En el ejercicio 2, suponga que X es perpendicular a cada uno de los vectores 
Ai , . . . , Am • Sean c\ , . . . , c m numeros. Se dice que un vector 

ClAi c m^m 

es una combinacion lineal de Ai, . . . , A m . Demuestre que X es perpendicular a 
dicho vector. 

4. Considere el sistema no homogeneo (*) que consiste en todos los X tales que 

X • At = b t para i = Si X y X' son dos soluciones de este sistema, 

demuestre que existe una solucion Y del sistema homogeneo (**) tal que X' = 
X -f Y . Recfprocamente, si X es cualquier solucion de (*) y Y es una solucion de 
(**) , demuestre que X + Y es una solucion de (*) . 

5. Halle al menos una solucion no trivial para cada uno de los siguientes sistemas de 
ecuaciones. Como hay muchas posibilidades, no damos respuestas. 

(a) 3z + y -|- 2 = 0 (b) 3a; + y + z = 0 

x + y -f z = 0 

(c) 2x — Zy -f 4^ = 0 (d) 2x-\-y-\-Az + w= § 

3x -f y + ^ = 0 — 3x + 2y - 3z + w = 0 

x + y + z = 0 

({) — 2x H- 3y -f 2 -f 4w = 0 
x + y + 2z + 3w = 0 
2x + y + z — 2w = 0 


(e) —x + 2y — 4z + w = 0 
x + 3y + z — w = 0 
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6. Demuestre que las unicas soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones son las 


triviales. 

(a) 2x 4- = 0 

(b) 

4x 4” 5y = 0 

o 

II 

1 


— 6x 4- 7y = 0 

(c) 3x 4- 4y — 2z = 0 

(d) 

4x — 7y 4- 3^r = 0 

x 4- y 4- <2 = 0 


x 4- y = 0 

— x — Zy 4- 5z = 0 


y — 6z = 0 

(e) 7x — 2y 4- 5j2t 4* w = 0 

(f) 

— 3x 4- y 4- 2 ? = 0 

x — y 4- 2 = 0 


a; — y 4- £ — 2u> = 0 

y — 2z 4- w = 0 


x — z 4- w = 0 

x 4- z 4- w = 0 


—x 4- J/ — = 0 


II, §4. Operaciones por renglones y elimination de Gauss 

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales 
3# — 2 y + z -j- 2w — 1, 

x + y — z — w — —2, 

2x — y 4- 3z = 4 . 

La matriz de coeficientes es 



Liamaremos matriz aumentada a la que obtenemos al insertar la columna 



como ultima columna, por lo que la matriz aumentada es 

/ 3 —2 1 2 1\ 

1 1-1-1-21. 

\2 -1 3 0 4/ 

En general, sea AX — B un sistema de m ecuaciones lineales con n incog- 
nitas, que se escribe en detalle como sigue: 

^ 11^1 4 " * ’ * 4 “ 0>\ n%n — 

0>2\%l + •** + Cl2n%n — 

®ml®l 4" * ’ ' 4“ ( ^mn'Zn — 

Entonces definimos la matriz aumentada como la matriz de m por n 4- 1 : 


/ <*11 

<*12 

’ * <*ln 

6A 

<*21 

<* 22 * 

* * <*2n 

&2 

V <*ml 

a m2 

' * ®mn 

&J 
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En los ejemplos de ecuaciones lineales homogeneas de la seccion anterior, 
habra observado que efectuamos las siguientes operaciones, conocidas como ope- 
raciones element ales por renglones: 

Multiplicar una ecuacion por un numero no nulo. 

Sumar una ecuacion a otra. 

Intercambiar dos ecuaciones. 

Esta s operaciones se reflejan en operaciones sobre la matriz de coeficientes au- 
mentada, que tambien se conocen como operaciones elementales por ren- 
glones: 

Multiplicar un renglon por un numero no nulo. 

Sumar un renglon a otro. 

Intercambiar dos renglones. 

Supongamos que se cambia un sistema de ecuaciones lineales mediante una 
operacion elemental por renglones. Entonces las soluciones del nuevo sistema 
son exactamente las mismas que las soluciones del sistema original. A1 hacer 
operaciones por renglones se espera simplificar la forma del sistema, de manera 
que sea mas facil encontrar las soluciones. 

Decimos que dos matrices son equivalentes por renglones si una de ellas 
se puede obtener de la otra mediante una sucesion de operaciones elementales 
por renglones. Si A es la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones 
lineales y B es el vector columna, como antes, de manera que 

(A,B) 

es la matriz aumentada, y si (A', B') es equivalente por renglones a (A,B), 
entonces las soluciones del sistema 

AX = B 

son las mismas que las soluciones del sistema 

A'X = B'. 

Con el objeto de obtener un sistema equivalente (A 1 , B') tan sencillo como sea 
posible, usamos un metodo que primero ilustraremos en un caso concreto. 

Ejemploo Considere la matriz aumentada del ejemplo anterior. Tenemos las 
siguientes equivalencias por renglones: 

/3 -2 1 2 1 \ 

1 1 - 1 - 1-2 1 
\2 -1 3 0 4/ 

Eeste 3 veces el segundo renglon del primero. 

/0 -5 4 5 7\ 

1 1 —1 —1 —2 I 

\2 -1 3 0 4/ 
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Reste 2 veces el segundo renglon del tercero. 


f 0 -5 4 5 7\ 

1 1 —1 -—1 —2 ] 

\0 —3 5 2 8/ 

Intercambie el primer renglon con el segundo; multiplique el segundo por -1. 

(1 1 -1 -1 —2 \ 

0 5 -4 -5 -7 

\0 -3 5 2 8/ 


Multiplique el sengundo renglon por 3; multiplique el tercer renglon por 5. 



1 

-1 

-i 

-2 

15 

-12 

-15 

-21 

15 

25 

10 

40 


Sume el segundo renglon al tercero. 


1 

0 

0 


i 

-1 

-1 

1 

to 

15 

-12 -15 

-21 

0 

13 

-5 

19 


Lo que hemos logrado es que cada renglon sucesivo tenga su primera componente 
no nula en al menos un lugar posterior con respecto al renglon anterior. Esto 
hace que sea muy sencillo resolver las ecuaciones. El nuevo sistema, cuya matriz 
aumentada es la ultima que obtuvimos, se puede escribir en la forma: 

x -\- y — z — w = —2, 

15y - 12* - 15 w = -21, 


13z — 5w = 19. 


Este se encuentra ahora en una forma tal que podemos resolverlo dando a w 
un valor arbitrario en la tercera ecuacion y despejar z a partir de la tercera 
ecuacion. Luego despejamos y a partir de la segunda ecuacion y x a partir de 
la primera. Con las formulas, esto da: 

19 -f 5u; 

13 ’ 

—21 4- 12r + 15u; 

15 ’ 

-1 - y 4- * 4- w. 

Para comenzar, podemos dar a w cualquier valor y despues determinar los 
valores de x, y y *. Por tanto, vemos que las soluciones dependen de un 
parametro libre. Mas adelante expresaremos esta propiedad diciendo que cl 
conjunto de soluciones tiene dimension 1. 
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Por el momento, damos un nombre general al procedimiento anterior. Sea 
M una matriz. Decimos que M esta en forma escalonada por renglones si 
tiene la siguiente propiedad: 

Siempre que dos renglones sucesivos no contengan solo ceros, entonces el se- 
gundo renglon comienza con una componente no nula al menos en un lugar 
posterior con respecto al primer renglon. Todos los renglones que solo con- 
tengan ceros se encuentran en la parte inferior de la matriz. 

En el ejemplo anterior transformamos una matriz en otra que se encuentra en 
forma escalonada por renglones. Los primeros coeficientes no nulos que aparecen 
a la izquierda en cada renglon se conocen como coeficientes principales. En 
el ejemplo anterior, los coeficientes principales son 1, 15, 13. Se puede efec- 
tuar un cambio adicional dividiendo cada renglon entre el coeficiente principal. 
Entonces la matriz anterior es equivalente por renglones a 

/I 1 -1 -1 —2 \ 

0 1 I I 1 • 

Vo 0 1 {§/ 

En esta ultima matriz, el coeficiente principal de cada renglon es igual a 1. Se 
podria hacer mas operaciones por renglon para hacer aparecer mas ceros; por 
ejemplo, restar el segundo renglon del primero y luego restar | por el tercer 
renglon del segundo. Esto produce: 

/ 1 0 -I -§ -3 \ 

0 1 0 5 + U5 1-i b 

\° o i ~h if / 

A menos que en la matriz resultante las fracciones no se vean tan horribles, 
por lo regular resulta engorroso hacer esta equivalencia adicional por renglon 
manualmente, aunque a una maquina no le importaria. 


Ejemplo. 

La siguiente matriz 

se 

encuentra en una forma escalonada por 

renglones 


(° 

2 - 

-3 

4 

1 ? \ 



0 

0 

0 

5 

2 -4 I 



0 

0 

0 

0 

-3 1 



Vo 

0 

0 

0 

0 0/ 


Supongamos que esta matriz es la matriz aumentada de un sistema de ecuacio- 
nes lineal es; entonces podemos resolver las ecuaciones lineales dando un valor 
arbitrario a algunas variables, tal como hicimos. En realidad, las ecuaciones son: 

2y — Zz + Aw-\- t =7, 

5 w+ 2 1 = —4, 

- 3 1 = 1 . 
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Entonces las soluciones son 

t = -1/3, 

-4 -It 

w- 5 , 

z = cualquier valor arbitrario dado, 

7 + Zz — 4u> — t 

y = 2 ’ 

x — cualquier valor arbitrario dado. 

El metodo de cambiar una matriz mediante equivalencias por renglones para 
Ilevarla a una forma escalorlada funciona en general. 

Teorema 4.1. Toda matriz es equivalente por renglones a una matriz en 
forma escalonada por renglones . 

Demostracion . Seleccionemos la primera componente no nula que aparezca a 
la izquierda en la matriz. Si esta componente no esta en la primera columna, 
significa que la matriz solo contiene ceros a la izquierda de esta componente y nos 
podemos olvidar de ellos. Por tanto, supongamos que esta componente no nula 
se encuentra en la primera columna. Despues de un intercambio de renglones 
podemos encontrar una matriz equivalente tal que la esquina superior izquierda 
no sea 0. Digamos que la matriz es 

/ «11 <*12 • * * a in ^ 

021 a 22 • • * a 2n 

V a m 1 a m 2 ' * * a mn t 

y que on ^ 0. Multipliquemos el primer renglon por o 2 i/ou y restemoslo 
del segundo. En forma analoga, multipliquemos el primer renglon por a*i/an 
y restemoslo del i-esimo renglon. Entonces obtenemos una matriz que tiene 
ceros en la primera columna excepto en an. Por tanto, la matriz original es 


quivalente por renglones a 

una 

matriz de la forma 


/flu 

°12 

• • • a i„ \ 

I 

f 0 

a 22 

a 2n 

! 

lo 

®m2 

J 

mn 


Luego repetimos el procedimiento con la siguiente matriz de menor tamano 

/ a' 22 * ‘ * a 2n \ 

\ a m2 a 'mn / 

Podemos continuar asi hasta que la matriz este en forma escalonada por renglones 
(formal mente mediante induccion). Esto concluye la demostracion. 
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Observe que la demostracion es solo otra manera de formular el argumento 
de eliminacion de la seccion §3. 

A continuacion damos otra demostracion del teorema fundamental: 


Teorema 4.2. Sea 


011*1 + • • 

•+ OlnXn = 0, 

Oml*l “1" * 

* * 4“ o mn * n = 0, 


un sistema de m ecuaciones lineales homogeneas con n incognitas, donde n > m. 
Entonces existe una solucion no trivial . 

Demostracion. Sea A = ( a ij) la matriz de coeficientes. Entonces A es equi- 
valente a A ' , que se encuentra en forma escalonada por renglones: 

+ Sk^x) — 0 , 

a * 3 ** 3 + Sj . a ( x ) = 0 , 


Clk r Xk r + Sk r (x) — 0, 

donde ak 1 ^ 0 , ...,a* r ^ 0 son los coeficientes no nulos de las variables que 
aparecen al principio a la izquierda en cada renglon sucesivo, y Sk l (x ), . . . , Sk r (x) 
indican sumas de variables con ciertos coeficientes, pero tales que, si una 
variable Xj aparece en Sk x (z) , entonces j > k\ , y lo mismo sucede con las otras 
sumas. Si Xj aparece en Sfc, , entonces j > fc;. Como, por hipotesis, el numero 
total de variables n es estrictamente mayor que el numero de ecuaciones, debe- 
mos tener r < n . En consecuencia, hay n — r variables distintas de Xk x , . . . , Xk r 
y n — r > 0. Damos a estas variables valores arbitrarios y, por supuesto, los 
podemos seleccionar de manera que no todos sean iguales a 0. Luego despe- 
jamos las variables Xk r ,Xk r _ l , • • • iXk^, , comenzando con la ecuacion inferior y 
prosiguiendo hacia arriba, por ejemplo, 

X K = —Sk r (x)/aje r , 

Xk r _ 1 = — 5’jt r _,(a:)/aj; r _ 1 , y asi sucesivamente. 

Esto nos da la solucion no trivial y asf el teorema queda probado. 

Observe que el patron se ajusta exactamente al de los ejemplos, aunque con 
una notacion que se refiere al caso general. 
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Ejercicios II, §4 


En cada uno los siguicntes casos, encueutre una matriz equivalente por renglones que 
se encueutre en la forma escalonada por renglones. 



3. (a) 



(b) 


0 

1 

3 



2 

1 

-4 

3 

■ 

2 

3 

2 

-\) 

f 


/I 

3 

-1 

o 


0 

11 

-5 

3 


2 

-5 

3 

1 


\4 

1 

1 

5 


4. Escriba las matrices de coeficient.es de las ecnaciones lineales del ejcrcicio 5 de la 
seccion §3, y en cada caso muestre una matriz equivalente por renglones que se 
encuentre en forma escalonada. En cada caso, resuelva las ecuaciones por este 
metodo. 


II, §5. Operaciones por renglones y matrices elementales 


Antes de leer esta seccion , resuelva, los ejemplos numericos que aparecen en 
los ejercicios 33 a 37 de la seccion §2. 

Las operaciones por renglones que usamos para resolver ecnaciones lineales 
se pueden representar mediante operaciones con matrices. Sean 1 < r < m y 
1 < s < m. Sea 7 r , la matriz cuadrada de m x m que tiene por componente a 
1 en el lugar rs y 0 en los dernas: 


Sea A 

IrsA? 


/°. 


/r. = 


•0\ 


0 -.- lr .---0 


Vo o/ 

(dij) c.ualquier matriz de m xn. ^.Ciial es el efecto de la multiplicacion 


7 ’ 


. . o 

. . o 


/ an-- «1„ \ 

> 

0 -.- lr .---0 



► 



d 9 1 ' * * Q»n 

> 

\0 o ) 




s 

\ i • • • / 



/0 -0 \ 

' ' ' d 9n 

VO •••0 / 
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La definicion de multiplicacion de matrices muestra que I rs A es la matriz obte- 
nida al poner el renglon s de A en el renglon r y ceros en los demas lugares. 

Si r = s , entonces I rr tiene una componente 1 sobre el lugar de la diagonal y 
cero en los demas sitios. La multiplicacion por I rr deja fijo entonces al renglon 
r y reemplaza todos los demas renglones por ceros. 

Si r ^ s , sea 

Jrs — Irs I sr • 

Entonces 

JrsA — I rs A “b IsrA. 

Luego, I rs A pone al renglon s de A en el lugar r e I sr A pone el renglon r de 
A en el lugar s. Todos los otros renglones se reemplazan por ceros. Asi, J rs 
intercambia al renglon r con el s y reemplaza todos los demas renglones por 
ceros. 

Ejemplo. Sean 

/0 1 0\ / 3 2 -l\ 

J = I 1 0 0 J y A= 14 2 . 

\0 0 0/ \ —2 5 1/ 

Si el lector efectua la multiplicacion de matrices, vera directamente que J A 
intercambia los renglones primero y segundo de A y reemplaza al tercer renglon 
por ceros. 

Por otro lado, sea 

/ 0 1 0 
£•=10 0 
\0 0 1 

Entonces EA es la matriz obtenida de A al intercambiar el primer renglon con 
el segundo y al dejar fijo el tercer renglon. Podemos expresar E como una suma: 

E = I\ 2 + /21 + I33 

donde I rs es la matriz que tiene 1 en la componente rs y, como antes, 0 en las 
demas componentes. Observe que E se obtiene a partir de la matriz unitaria 
intercambiando los dos primeros renglones y dejando fijo el tercer renglon. Asi, 
la operacion de intercambiar los dos primeros renglones de A se lleva a cabo 
mediante la multiplicacion con la matriz E obtenida al hacer est.a operacion 
sobre la matriz unitaria. 

Este es un caso especial del siguiente hecho general. 

Teorema 5.1. Sea E la matriz obtenida a partir de la matriz unitaria de 
n x n al intercambiar dos renglones . Sea A una matriz de n x n . Entonces 
EA es la matriz obtenida a partir de A al intercambiar estos dos renglones. 

Demostracion. La demostracion se lleva a cabo de acuerdo al patron del ejem- 
plo; solo es cuestion de determinar cuales son los simbolos que se van a usar. 
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Suponga que intercambiamos el renglon r con el renglon s . Entonces podemos 
escribir 

E = I r9 + I sr + suma de las matrices hi con j ^ r,j ^ s . 

Asi, E difiere de la matriz unit aria en que se intercambiaron los renglones r y 
s. Entonces 

EA = I rs A + I ar A + suma de las matrices IjjA, 
donde j / r, j ± s. Como consecuencia de nuestro analisis anterior, esta es 
precisamente la matriz obtenida al intercambiar los renglones r y s de A y al 
dejar fijas todas las demas componentes. 

El mismo tipo de analisis se aplica al siguiente resultado. 

Teorema 5.2. Sea E la matriz obtenida de la matriz unitaria de n x n al 
multiplicar el renglon r por un mimero c y sumarlo al renglon s, r^s. Sea 
A una matriz de ti x n . Entonces EA se obtiene a partir de A al multiplicar 
el renglon r de A por c y al sumarlo al renglon s de A. 

Demostracion. Podemos escribir 

E + I + cl sr - 

Entonces EA = A + cI sr A. Sabemos que I sr A pone el renglon r de A en 
el lugar s y, al multiplicar por c, se multiplica este renglon por c. Todos los 
renglones, aparte del renglon s de cI sr A, son iguales a 0. Por consiguiente, la 
suma A + cl sr A equivale a sumar c veces el renglon r de A al renglon s de A, 
como se queri'a mostrar. 

Eiemplo. Sea 

/I 0 4 0 

F _ 0 1 0 0 

h - I 0 0 1 0 

\ 0 0 0 1 

Entonces E se obtiene de la matriz unitaria sumando 4 veces el tercer renglon al 
primero. Considere cualquier matriz A de 4 x n y calcule EA . Encontrara que 
EA se obtiene al multiplicar el tercer renglon de A por 4 y sumarlo al primer 

renglon de A . . 

En forma mas general, podemos suponer que E r$ (c ) para r ^ s es la matriz 

elemental. 

E rs (c) = I + Cl rs . 


S 



r 

/I 

0 

"0\ 



0 

1 

0 

r < 


; 





0 

0 • • • c • 

•••0 


Vo o 1/ 
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Difiere de la matriz unitaria en que tiene la componente rs igual a c . El efecto 
de multiplicar por la izquierda por E rs (c) consiste en sumar c veces el renglon 
s al renglon r . 

Una matriz elemental sera una matriz de cualquiera de los siguientes tres 
tipos: 

(a) Una matriz que se obtiene de la matriz unitaria al multiplicar la r-esima 
componente de la diagonal por un numero c / 0 . 

(b) Una matriz que se obtiene de la matriz unitaria al intercambiar dos ren- 
glones (digamos el renglon r con el renglon s, r ^ s). 

(c) Una matriz E rs (c) = I + cl rs , con r / s, y que tiene a c como su 
componente rs cuando r / s , y a todas las demas componentes iguales a 
0, excepto las componentes diagonales que son iguales a 1. 

En estos tres tipos se reflejan las operaciones por renglones que estudiamos en 
la sec cion anterior. 

La multiplicacion por una matriz del tipo (a) multiplica el renglon r por el 
numero c. 

La multiplicacion por una matriz del tipo (b) intercambia el renglon r 
con el s. 

La multiplicacion por una matriz del tipo (c) suma c veces el renglon s al r. 

Proposicion 5.3. Una matriz elemental es invertible. 

Demostracion. Con respecto al tipo (a), la matriz inversa tiene por r-esima 
componente diagonal a c~ 1 , debido a que, al multiplicar un renglon primero por 
c y luego por c _1 , el renglon no cambia. 

Con respecto al tipo (b), observamos que, al intercambiar el renglon r con el 
s dos veces, se vuelve a la misma matriz con la que comenzamos. 

Con respecto al tipo (c), igual que en el teorema 5.2, sea E la matriz que 
suma c veces el renglon s al r de la matriz unitaria. Sea D la matriz que suma 
—c veces el renglon s al r de la matriz unitaria (para r / s). Entonces DE 
es la matriz unitaria, y por lo tanto, tambien lo es ED , de manera que E es 
invertible. 

Ejemplo. Las siguientes matrices elementales son inversas entre si: 



Z 1 

0 

4 

Q\ 

i 

0 

-4 

°\ 

E- 

0 

1 

0 

0 

r-r— 1 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

E 1 = 

0 

0 

1 

0 


\0 

0 

0 

1 J 


Vo 

0 

0 

l) 


Mostraremos una manera efectiva de encontr-ar la inversa de una matriz cua- 
drada, si es que tiene. Esto se basara en las siguientes propiedades. 

Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamano y tienen inversas, en- 
tonces tambien tiene inversa AB y 

( AB r 1 = B-'A- 1 . 
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Esto es inmediato, pues 

ABB- 1 A- 1 = AIA~ l = AA' 1 = I. 

En forma analoga, para cualquier cantidad de factores, se tiene: 

Proposicion 5.4. Si A \, . . . , A* son matrices invertibles del mismo tama- 
no, entonces su producto tiene una inversa y 

Observe que, en el miembro derecho de la igualdad, tomamos el producto de las 
inversas en or den inverso. Entonces 

A\ • • ■ A*. 1 • • • Ai = I 

debido a que podemos reducir AfcAj^ 1 a 7, luego Ak-iA^^ a 7, y asi sucesi- 
vamente. 

Como una matriz elemental tiene inversa, concluimos que cualquier producto 
de matrices elementales tiene una inversa. 

Proposicion 5.5. Sea A una matriz cuadrada y sea A! equivalente por 
renglones a A. Entonces A tiene una inversa si, y solo si, A f tiene una 
inversa. 

Demostracion. Existen matrices elementales E\, ... ,Ek tales que 

A'^Ex-'-EkA. 

Suponga que A tiene inversa. Entonces el miembro derecho de la igualdad tiene 
una inversa debido a la Proposicion 5.4, puesto que el miembro derecho de la 
igualdad es un producto de matrices invertibles. En consecuencia, A! tiene una 
inversa. Esto prueba la proposicion. 

Ahora estamos en posibilidades de encontrar una inversa para una matriz 
cuadrada A, si es que tiene. Por el Teorema 4.1 sabemos que A es equivalente 
por renglones a una matriz A 9 en forma escalonada. Si un renglon de A! es igual 
a cero, entonces, por la definition de forma escalonada, el ultimo renglon debe 
ser igual a cero y A! no es invertible; en consecuencia, A no es invertible. Si 
todos los renglones de A! son no nulos, entonces A! es una matriz triangular con 
sus componentes diagonales no nulas. Ahora es suficiente encontrar una inversa 
para dicha matriz. En efecto, probamos: 

Teorema 5.6. Una matriz cuadrada A es invertible si, y solo si, A es equi- 
valente por renglones a la matriz unitaria. Cualquier matriz superiormente 
triangular cuyos elementos no son nulos es invertible. 

Demostracion. Supongamos que A es equivalente por renglones a la matriz 
unitaria. Entonces A es invertible debido a la Proposicion 5.5. Suponga que A 
es invertible; acabamos de ver que A es equivalente por renglones a una matriz 
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superiormente triangular cuyos elementos diagonales son no nulos. Suponga que 
A es dicha mat.riz: 

/a 11 a, 12 ••• a ln 

0 a 22 * * * n 

\ 0 0 ••• a nn 

Por suposicion t.enemos que an • • • a nn ^ 0. Multipliquemos el renglon i por 
a^ 1 f Obtenemos una matriz triangular tal que todas las componentes diagonales 
son iguales a 1. A si, para probar el teorema, es suficiente hacerlo para este caso 
y podemos suponer que A tiene la forma 

/I a 12 *** <*i n \ 

0 1 • • • ao n 

\0 0 ••• 1 / 

Multipliquemos el ultimo renglon por a tn y restemoslo del renglon i para 
i = 1 , . . . ,n — 1 . Est.o liace que todos los elementos de la ultima columna scan 
iguales a 0 excepto el que se encuentra en laesquina inferior de la izquierda y que 
es 1. Repitamos este procedimiento con el que se encuentra proximo al ultimo 
renglon y cont.inuemos hacia arriba. Esto significa que, mediante equivalencias 
por renglones, podemos reemplazar por cero todas las componentes que se en- 
cuentran estrictamente arriba de la diagonal. Luego terminamos con la matriz 
unitaria que, por consiguiente, es equivalente por renglones a la matriz original. 
Esto prueba el teorema. 

Corolario 5.7. Sea A una matriz invertible. Entonces A se puede cxpresar 
como producto de matrices elementales. 



Demostracion. Esto se debe a que A es equivalente por renglones a la ma- 
triz unitaria y a que las operaciones por renglones se representan mediante la 
multiplicacion por matrices elementales, de manera que existen E\ } . . . , Ek talcs 
que 

E k • • • EiA = /. 

Entonces A = E f 1 • • • E ^ 1 , con lo que se prueba el corolario. 

Cuando A queda expresada de esa manera, tambien obtenemos una expresion 
para la inversa de A, a saber, 

. 4- 1 - Ef-Et. 


Las matrices elementales E\ . . . Ek son aquellas que se usan para convert.ir A en 
la matriz unitaria. 

Ejemplo. Sean 


A = 



3 

1\ 

n 

0 

°\ 

1 

-1 - 

/= 0 

1 

0 

0 

1 

\o 

0 

1 
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Queremos encontrar una inversa para A . Efectuamos las siguientes operacio- 
nes por renglones, las cuales corresponden a la multiplicacion por las matrices 
elementales que se muestran. 

Intercambie los primeros dos renglones. 


1 

2 

2 


1 

-3 

0 




Reste 2 veces el primer renglon del segundo. 
Reste 2 veces el primer renglon del tercero. 



Reste el segundo renglon, multiplicado por 2/5, del tercero. 


/I 1 - 1 \ / 0 10 

0-5 31, 1 -2 0 

\ 0 0 9/5/ \ —2/5 -6/5 1 

Reste el tercer renglon, multiplicado por 5/3, del segundo. 
Sume al primer renglon el tercero multiplicado por 5/9. 

/I 1 0 \ / —2/9 1/3 5/9 \ 

0 -5 0, 5/3 0 -5/3 . 

\0 0 9/5/ \ -2/5 -6/5 1 / 

Sume al primer renglon el segundo multiplicado por 1/5. 



/I 0 0 \ / 1/9 1/3 2/9 \ 

0 -5 0, 5/3 0 -5/3 

\0 0 9/5/ \— 2/5 -6/5 1 / 

Multiplique el segundo renglon por —1/5. 
Multiplique el tercer renglon por 5/9. 

(I 0 0\ / 1/9 1/3 2/9 \ 

0 10, -1/3 0 1/3 

\0 0 1/ \ —2/9 -2/3 5/9/ 

Entonces A~ l es la matriz de la derecha, esto es, 

/ 1/9 1/3 2/9 \ 

A' 1 = -1/3 0 1/3 . 

\— 2/9 -2/3 5/9/ 


El lector puede verificar esta afirmacion multiplicando directamente por A con 
cl objeto de hallar la matriz unitaria. 
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Si A es una matriz cuadrada y consideramos un sistema no homogeneo de 
ecuaciones lineales 

AX = B , 

entonces, si A es invertible, podemos usar la inversa para resolver el sistema. 
En efecto, en este caso, multiplicamos por la izquierda ambos miembros de la 
igualdad por A " 1 y hallamos que 

X = A~ 1 B. 

Esto tambien prueba lo siguiente: 

Proposicion 5.8. Sea AX — B un sistema de n ecuaciones lineales con n 
incognitas. Suponga que la matriz de coeficientes A es invertible. Entonces 
existe una solucion unica X del sistema y 

X = A~ l B. 


Ejercicios II, §5 


1. Mediante el uso de operaciones element ales por renglones, halle inversas para las 
siguientes matrices. 

;) 
i) 

Nota , : En el capitulo sobre determinantes se encontrara otra manera de hallar in- 
versas. 


(a) 


(c) 


(e) 



(b) 


(d) 


(f) 



2. Sea r ^ s. Demuestre que 7^ = O. 

3. Sea r ^ s. Sea E rs (c) tal como aparece en el texto. Demuestre que 

E rs (c)E rs (c) = E rs (c -h c). 

II, §6. Combinaciones lineales 


Sean A 1 , . . . , A n m-tuplas de R m . Sean . . . , x n numeros. Entonces decimos 
que 

x\A l H b x n A n 

es una combinacion lineal de A 1 , . . . , A n ; X\ , . . . , x n se denominan coeficien- 
tes de la combinacion lineal. Se aplica una definicion similar a una combinacion 
lineal de vectores renglon. 
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Se dice que la combinacion lineal es no trivial si no todos los coeficient.es 
xi, . . . ,x n son iguales a 0. 

Una vez mas, consideremos un sistema de ecuaciones lineales homogeneas 

Gi\\ x i +*'•+ a ln x n = 0 

(**) • : 

+ ’ * ’ + Cl mn X n — 

Nuestro sistema de ecuaciones homogeneas tambien se puede escribir en la forma 
siguiente: 



«11 \ 


/ °t2 \ 


/ am \ 


(°\ 

Xi 

(7 2 1 

+ 

Cl 22 

+ \-x n 

U-2 n 

= 

0 


\ a ml ' 


V G m2 ' 


V Clmn / 


Vo/ 


o, en forma mas concisa: 

x\ A 1 -f f x n A n = O, 

donde A l ,.., f A n son los vectores columna de la matriz de coeficientes A = 
(dij) . Asi, el problema de hallar una solucion no trivial del sistema de ecuaciones 
lineales homogeneas es equivalents a hallar una combinacion lineal no trivial de 
A 1 , . . . , A n que sea igual a O . 

Se dice que los vectores A 1 , . . . , A n son linealmente dcpendientes si exis- 
ten niimeros x\, . . . , x n , no todos iguales a 0, tales que 

x\A l H h x n A n — O. 

De este modo, una solucion no trivial (a?i, . . . es una rc-tupla que da una 
combinacion lineal de A 1 , . . . , A n igual a O, es decir, una relacion de dependen- 
ce lineal entre las columnas de A. Asi pues, podemos resumir 1 a descripcion 
del conjunto de soluciones del sistema, de ecuaciones lineales homogeneas en una 
tabla. 

(a) Consiste en a quellos vectores X que dan relacioncs lineales 

x± A^ -b * * ’ x n A n — O 
entre las columnas de A . 

(b) Consiste en a quellos vectores X que son perpendiculars a los 
renglones de A , esto es, X • Ai — 0 para todo i . 

(c) Consiste en a quellos vectores X tales que AX = O . 

Se dice que los vectores A 1 ,... ,A n son linealmente independientes si, 
dada cualquier combinacion lineal de ellos que sea igual a O , esto es, 

xi A 1 + b x n A n — O, 


[II, §6] 
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entonces necesariamente debemos tener que xj = 0 para todo j = 1 ,..., 72 . 
Esto significa que no hay relaciones no triviales de dependencia lineal entre los 
vectores A 1 , . . . , A n . 

Ejemplo. Los vectores unitarios canonicos 

E\ = (1, 0, . . . , 0), . . . , i?„ = (0, ... ,0, 1) 

de R n son linealmente independientes. En efecto, sean X \ } . . . , x n numeros tales 
que 

x iE l H h x n E n = O. 

El miembro de la izquierda de la igualdad es, precisamente, la rc-tupla (a?i, . . . , 
# n ) . Si esta n-tupla es O , entonces todas las componentes son 0, de manera que 
Xi = 0 para todo i . Esto prueba que E \, . . . , E n son linealmente independientes. 

En el siguiente capftulo estudiaremos las nociones de dependencia e indepen- 
dence lineales en forma mas sistematica. Se mencionaron en esta parte solo para 
tener una tabla completa para las tres interpretaciones basicas de un sistema de 
ecuaciones lineales, y para introducir la nocion en un caso concreto especial antes 
de dar las definiciones generates en espacios vectoriales. 

Ejercicio II, §6 

1. (a) Sean A = (aij) y B = ( bjk ), y sea AB = C, donde C = (c t *). Sea C k la 
fc-esima columna de C . Exprese C k como una combinacion lineal de las columnas 
de A. Describa con precision cuales son los coeficientes que provienen de la 
matriz B. 

(b) Sea AX = C k , donde X es alguna columna de B . ^De que columna se trata? 


CAPITULO III 


Espacios vectoriales 


Igual que siempre, una coleccion de objetos se llamara conjunto. Un miembro 
del conjunto tambien se conoce como elemento del conjunto. En la practica 
result a util emplear simbolos breves para denotar ciertos conjuntos. Por ejemplo, 
denotamos con R el conjunto de todos los numeros. Decir que “x es un numero” 
o que “x es un elemento de R” es lo mismo. Con R n se denotar a el conjunto 
de n-tuplas de numeros. Asi, “x es un elemento de R n ” y a x es una n-tupla” 
significan lo mismo. En vez de decir que u es un elemento de un conjunto S , con 
frecuencia decimos que u pertenece a S , y escribimos u E S . Si S y S son 
dos conjuntos y si todo elemento de S' es un elemento de S, entonces decimos 
que S' es un subconjunto de S . Asf, el conjunto de numeros racionales es un 
subconjunto del conjunto de numeros (reales). Decir que S es un subconjunto 
de S' es decir que S es parte de S' . Para denotar el hecho de que S es un 
subconjunto de S' , escribimos S C S' . 

Si Si y S 2 son conjuntos, entonces la interseccion de Si y S 2 , que se 
denota con Si 0S 2 , es el conjunto de elementos que pertenecen tanto a Si como 
a S 2 ♦ La union de Si y S 2 , que se denota con Si U S 2 , es el conjunto de 
elementos que pertenecen a Si o a S 2 . 


Ill, §1. Definiciones 

En matematicas nos encontramos con varios tipos de objetos que se pueden 
sumar y multiplicar por numeros. Entre estos se encuentran los vectores (de la 
misma dimension) y las funciones. Ahora resulta conveniente definir en general 
una nocion que los incluya como un caso especial. 
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Un espacio vectorial V es un conjunto de objetos que se pueden sumar y 
multiplicar por numeros, de tal rnanera que la suma de dos elementos de V es 
de nuevo un elemento de V, el producto de un elemento de V por un numero 
es un elemento de V , y se satisfacen las siguientes propiedades: 

EV 1. Dados los elementos u, v y w de V , tenemos 
(u + v) + w = u + (v w). 

EV 2. Existe un elemento de V , que se denota con 0 , tal que 

0-^-u — u + 0 — u 


para todos los elemen tos u de V . 

EV 3. Dado un elemento u de V , el elemento (— l)u es tal que 

u + (— l)u = 0. 

EV 4. Para todos los elementos u y v de V , tenemos 

u -f v = v + u. 

EV 5. Si c es un numero , entonces c(u + v) = cu + cv. 

EV 6. Si a y b son dos numeros, entonces (a -f b)v — av + bv. 

EV 7. Si a y b son dos'numeros, entonces ( ab)v = a(bv). 

EV 8. Para todos los elementos u de V , tenemos que 1 • u — u (en este 
caso 1 es el numero uno). 

Hemos empleado todas estas reglas al trabajar con vectores o con funciones, 
pero deseamos ser mas sistematicos a partir de ahora, por lo que hemos hecho 
una lista de tales reglas. En los ejercicios aparecen mas propiedades, las cuales 
se pueden deducir facilmente de las que aparecen en esta lista y de ahora en 
adelante se daran por conocidas. 

Las propiedades algebraicas de los elementos de un espacio vectorial arbitrario 
son muy semej antes a las de los elementos de R 2 , R 3 o R n . En consecuencia, se 
acostumbra denominar vectores tambien a los elementos de un espacio vectorial 
arbitrario. 

Si u y v son vectores (esto es, elementos del espacio vectorial arbitrario V ), 
entonces la suma 

u + (— l)u 

umialmente se escribe u — v. Tambien escribimos — v en lugar de ( — 1 )t;. 
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Ejemplo 1. Fije dos enteros positivos m y n. Sea V el conjunto de todas 
las matrices de m x n . Tambien denotamos V con Mat(m x n ) . Entonces \ 
es un espacio vectorial. Es facil verificar que mediante nuestras reglas para la 
adicion de matrices y para la multiplicacion de matrices por numeros se satisfacen 
todas las propiedades de la EV 1 a la EV 8. El hecho principal que hay que 
observax en este caso es que la adicion de matrices esta definida en terminos de las 
componentes, y que para la adicion de componentes se satisfacen las condiciones 
analogas a las EV 1 a EV 4. Son propiedades estandar de los numeros.^ Del 
mismo modo, lets propiedades EV 5 a EV 8 son ciertas para la multiplicacion de 
matrices por numeros, debido a que son ciertas las correspondientes propiedades 
para la multiplicacion de numeros. 

Ejemplo 2. Sea V el conjunto de todas las funciones definidas para todos 
los numeros. Si f y Q son dos funciones, entonces sabemos como formar su 
suma / 4 g. Es la funcion cuyo valor en un numero t es f(t) 4 g(t) . Tambien 
sabemos como multiplicar / por un numero c. Es la funcion cf cuyo valor en 
un numero t es cf(t) . A1 trabajar con funciones, hemos usado repetidas veces 
las propiedades EV 1 a EV 8. Ahora nos hemos dado cuenta de que el conjunto 
de funciones es un espacio vectorial. 

La funcion / tal que f(t) = 0 para todo t es la funcion nula. Insistimos 
en que la condicion es para todo t . Si una funcion tiene algunos de sus valores 
iguales a cero, pero ot.ros valores no son iguales a 0, entonces no es la funcion 

nula. 

En la pract.ica, cierto numero de propiedades element.ales concernientes a la 
adicion de elementos en un espacio vectorial resulta evidente, debido a la forma 
concreta en que esta dado el espacio vectorial en terminos de numeros, tal como 
se aprecia en los dos ejemplos anteriores. Ahora veremos en forma breve como 
probar tales propiedades a partir de los axiomas. 

Es posible sumar varios elementos de un espacio vectorial. Suponga que 
queremos sumar cuatro elementos, digamos u } v ) w y z. Primero sumamos 
dos cualesquiera de ellos, luego un t.ercero y finalmente un cuarto elemento. A1 
usar las reglas EV 1 a EV 4 vemos que no importa en que orden efectuemos las 
sumas. Esta es exactamente la misma situacion que tenfamos con los vectores. 
Por ejemplo, tenemos 

((u + v) + u>) + z = (u 4- (v + w)) -f 2 
= ({v 4 w) 4«)+ 2 
= (t/4 u^) 4 {u 4 z ), etc. 

Por ello se acostumbra eliminar los parent.esis y simplemente se escribe 

n 4 v 4 4 -2T. 

Se aplica la misma observacion a la suma de cualquier numero n de elementos 
de V. 


[Ill, §1] 


Definiciones 


85 


Usamos 0 para denotar el numero cero y O para denotar el elemento de 
cualquier espacio vectorial V que satisfaga la propiedad EV 2. Tambien lo 
llamamos cero, pero no hay posibilidad alguna de confusion. Observemos que el 
elemento cero O queda determinado en forma unica por la condicion EV 2. En 
efecto, si 

v -f w = v , 

entonces, al sumar — v en ambos lados, se obtiene 

—v 4 - v + w = —v + v = O, 

y el miembro de la izquierda de la igualdad es O + w = de manera que w = O . 
Observe que para cualquier elemento v de V , tenemos 

Ou = O. 


Demostracion. 

O = v + (— l)v = (1 — l)v = Ou. 

En forma analoga, si c es un numero, entonces 

c0 = 0. 

Demostracion. Tenemos que cO = c(0 4 O) = cO 4 cO . Si sumamos — cO 
a ambos miembros de la igualdad obtenemos cO — O . 

Subespacios 

Sea V un espacio vectorial y sea W un subconjunto de V . Suponga que W 
satisface las siguient.es condiciones. 

(i) Si v y w son elementos de IE, su suma v + w tambien es un elemento de 
W. 

(ii) Si v es un elemento de W y c es un numero, entonces cv es un elemento 
de IE. 

(iii) El elemento O de V tambien es un elemento de PE. 

Entonces el propio PE es un espacio vectorial. En efecto, las propiedades EV 
1 a EV 8, al ser satisfechas por todos los elementos de E, tambien lo son por 
los elementos de PE. Decimos que PE es un subespacio de V . 

Ejemplo 3. Sea V = R n y sea W el conjunto de vec tores de V cuya 
ultima coordenada es igual a 0. Entonces \V es un subespacio de V , al que 
podrfamos identificar con R n-1 . 

Ejemplo 4. Sea A un vector de R 3 . Sea W el conjunto de todos los 
elementos B de R 3 tales que B - A — 0 , esto es, tales que B es perpendicular a 
A . Entonces JP r es un subespacio de R 3 . Para ver esto observe que O • .4 = 0, 
de manera que O esta en PE. Luego, suponga que B y C son perpendiculares 
a A . Entonces 


(B + C) • A = B A + C - A = 0, 
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por lo que B + C tambien es perpendicular a A. Por ultimo, si x es un numero, 
entonces 

(xB) ■ A = x(J3 • A) = 0, 

de manera que xB es perpendicular a A. Esto prueba que W es un subespacio 
de R 3 . 

En forma mas general, si A es un vector de R" , entonces el conjunto de 
todos los elementos B de R n tales que B ■ A = 0 es un subespacio de R" . La 
prueba es la misma que en el caso en que n = 3 . 

Ejemplo 5. Sea Sim(n x n) el conjunto de todas las matrices simetricas de 
n x n. Entonces Sim(n x n) es un subespacio del espacio de todas las matrices 
de nx n. En efecto, Si A y B son simetricas y c es un numero, entonces A + B 
y cA son simetricas. La matriz nula tambien es simetrica. 

Ejemplo 6. Si / y g son dos funciones continuas, entonces / + ? es 

continua. Si c es un numero, entonces cf es continua. La funcion nula es 

continua. En consecuencia, las funciones continuas forman un subespacio del 

espacio vectorial de todas las funciones. 

gi / y g son dos funciones diferenciables, entonces su suma / + 9 es dife- 

renciable. Si c es un numero, entonces cf es diferenciable. La funcion nula es 

diferenciable. Por tanto, las funciones diferenciables forman un subespacio del 
espacio vectorial de todas las funciones. Ademas, toda funcion diferenciable es 
continua. Por consiguiente, las funciones diferenciables forman un subespacio 
del espacio vectorial de las funciones continuas. 


Ejemplo 7. Sea V un espacio vectorial y sean U y W subespacios. Deno- 
tamos con U n W la interseccion de U y W , esto es, el conjunto de elementos 
que pertenecen tanto a U como a W . Entonces U n W es un subespacio. Por 
ejemplo, si U y W son dos pianos en el espacio de 3 dimensiones que pasan por 
el origen, entonces su interseccion, en general, sera una recta que pasa por el 
origen, tal como se muestra en la figura 1. 


Ejemplo 8. Sean U y W subespacios de un espacio vectorial V . Denota- 
mos con 

U + W 

el conjunto de todos los elementos u + w, donde u £ U y w £ W . Dejamos 
que el lector verifique que U + W es un subespacio de P, el que se dice esta 
genermlo por U + W y que se conocc como la suma de U y W . 
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Ejercicios III, §1 

1. Sean A\ y ... } A r vectores de R n . Sea W el conjunto de los vectores B de R" 
tales que B • Ai = 0 para todo i = 1, . . . ,r . Muestre que W es un subespacio de 
R n . 

2. Muestre que los siguientes conjuntos de elementos de R 2 forman subespacios. 

(a) El conjunto de tod as las ( x,y ) tales que x = y. 

(b) El conjunto de tod as las (x, y) tales que x — y = 0. 

(c) El conjunto de tod as las (x, y) tales que x 4* 4y = 0. 

3. Muestre que los siguientes conjuntos de elementos de R 3 forman subespacios. 

(a) El conjunto de tod as las (x, y , z) tales que x 4* y -f 2 = 0 . 

(b) El conjunto de tod as las ( x } y , z) tales que x = y y 2 y — z. 

(c) El conjunto de tod as las (x,^, z) tales que x + y = 3z . 

4. Si U y W son subespacios de un espacio vectorial V , entonces muestre que U fl W 
y U + W son subespacios. 

5. Sea V un subespacio de R n . Sea W el conjunto de elementos de R n que son 
perpendiculares a todo elemento de V . Demuestre que W es un subespacio de 
R n . Este subespacio W a menudo se denota con V 1 y se conoce como V perp, 
o tambien como complemento ortogonal de V . 


Ill, §2. Combinaciones lineales 

Sea V un espacio vectorial y sean elementos de V. Diremos que 

tq , generan V si, dado cualquier elemento v £ V, existen numeros 

X \ , . . . , x n tales que 


v = x\v\ H h x n v n . 
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Ejemplo 1. Sea E\ y . .. y E n el vector unitario en R n de manera que Ei 
tiene la componente 1 en el lugar i y la componente 0 en todos los demas lugares. 
Entonces Ei,...,E n generan R n . Prueba: dado X = (x\ y ... ) x n ) E R n , 
entonces n 

X = J2 X i E * > 

»=1 

de manera que existen numeros que satisfacen la condicion de la definicion. 

Sea V un espacio vectorial arbitrario y sean v \ , . . . , v n elementos de V . Sean 
x n numeros. A una expresion del tipo 

xivi H b x n v n 

se le conoce como combinacion lineal de v\ , . . . , v n . A los numeros x\ } ... y x n 
se les llama entonces coeficientes de la combinacion lineal. 

El conjunto de todas las combinaciones lineales de v \ , . . . , v n es un subespacio 
de V . 

Demostracion. Sea W el conjunto de todas las combinaciones lineales men- 
cionadas. Sean y\,...,y n numeros. Entonces 

(x\Vi + h x n v n ) + (yivi H b y n v n ) 

= ( Xi + Vl)vi H h(^n+ y n )Vn- 

Asi, la suma de dos elementos de W de nuevo es un elemento de W , esto es, 
una combinacion lineal de V\ y ... } v n . Ademas, si c es un numero, entonces 

c(x ivi H b x n v n ) — cxivi H b cx n v n 

es una combinacion lineal de Vi, . . • 5 v n , y, en consecuencia, es un elemento de 
W . Por ultimo, 

O — Ot^i -b • * • “b 0v n 

es un elemento de W . Esto prueba que W es un subespacio de V. 

Se dice que el subespacio W que consiste en todas las combinaciones lineales 
de iq, . . . , v n es el subespacio generado por t>i , . . . , v n . 

Ejemplo 2. Sea v\ un elemento no nulo de un espacio vectorial V , y sea 
w cualquier elemento de V . A1 conjunto de elementos 

w + tvi , donde t E R, 

se le conoce como la recta que pasa por w en la direccion de Vi . Ya hemos 
trabajado con dichas rectas en el Capitulo I, §5. Si w = O, entonces la recta 
que consiste en todos los multiplos escalares tv \ , donde t E R, es un subespacio 
generado por Vi . 

Sean v\ y v 2 elementos de un espacio vectorial V y supongamos que ninguno 
de el los es tin multiplo escalar del otro. El subespacio generado por v\ y se 
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conoce como el piano generado por v\ y v 2 . Consiste en todas las combinaciones 
lineales 

t\V\ -f^ 2 v 2 > donde t\ y t 2 son numeros arbitrarios. 

Este piano pasa por el origen, tal como se aprecia al poner t\ — t 2 = 0. 



Obtenemos la nocion mas general de un piano mediante la siguiente ope- 
racion. Sea S un subconjunto arbitrario de V. Sea P un elemento de V . Si 
sumamos P a todos los elementos de S, entonces obtenemos lo que se conoce 
como traslacion de S determinada por P . Consiste en todos los elementos 
P + v, donde v esta en S . 


Ejemplo 3. Sean V\ y v 2 elementos de un espacio vectorial V tales que 
ninguno de ellos es multiplo escalar del otro. Sea P un elemento de V . Definimos 
el piano qne pasa por P, paralelo a v\,v 2} como el conjunto de todos los 
elementos 

P + tlVi +< 2 *> 2 , 

donde ti y t 2 son numeros arbitrarios. Esta nocion de piano es analoga, con 
dos elementos V \ , v 2 , a la nocion de recta parametrizada considerada en el 
Capitulo I. 

Advertencia. Usualmente dicho piano no pasa por el origen, como se aprecia 
mi la figura 3. Por tanto, ese piano no es un subespacio de V . Sin embargo, si 
consideramos P = 0, entonces el piano es un subespacio. 
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Algunas veces es interesante restringir los coeficientes de una combinacion 
lineal. En seguida damos algunos ejemplos. 

Ejemplo 4. Sea V un espacio vectorial y sean v y u elementos de V . 
Definimos el segmento de recta comprendido entre v y v-fu como el conjunto 
de todos los puntos 

v -f tu, 0 < t < 1. 

En la siguiente figura aparece ilustrado este segmento de recta. 



Por ejemplo, si t = \ } entonces v+jw es el punto medio entre v y v + u. 
En forma analoga, si t = J , t; + \u es el punto que se encuentra a un tercio de 
la distancia <hm* bay entre v y v + u (Fig. 5). 
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Si v y w son elementos de V , sea u — w — v . Entonces el segmento de 
recta comprendido entre v y w es el conjunto de todos los puntos v + tu, o 

v + t(w — v), 0 < t < L 



Observe que podemos volver a escribir la expresion para estos puntos en la forma 
siguiente: 

( 1 ) (l — t)v+tw, 0 < t < 1 , 

y al hacer s=l — = l — s, tambien la podemos escribir como 

sv - h (1 — s)w, 0 < s < 1. 

Por ultimo podemos escribir los puntos de nuestro segmento de recta en la si- 
guiente forma: 

(2) tiV+t 2 W donde < 1,^2 >0 y ti+t 2 = l. 
Ciertamente, al hacer t = <2 vemos que todo.punto que se puede escribir en la 
forma (2) satisface (1). Recfprocamente, hacemos t\ = 1 — t y = t y vemos 
que todo punto de la forma (1) se puede escribir en la forma (2). 

Ejemplo 5. Sean v y w elementos de un espacio vectorial V . Supongamos 
que ninguno es multiplo escalar del otro. Definamos el paralegramo generado 
por v y w como el conjunto de todos los puntos 

t\V + < 2 ^, 0 < < 1 


para 


i = 1,2. 
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Esta definicion esta claramente justificada, puesto que t\v es un punto del seg- 
mento comprendido entre O y v (Fig. 7) y t 2 w es un punto del segmento 
comprendido entre O y w. Para todos los valores de t x y t 2 que varian en 
forma independiente entre 0 y 1, vemos geometricamente que tiv + t 2 w describe 
todos los puntos del paralelogramo. 



A1 considerar la traslacion del paralelogramo que se acaba de describir obte- 
nemos el paralelogramo mas general (Fig. 8). Asi, si u es un elemento de V , la 
traslacion mediante u del paralelogramo generado por v y w consiste en todos 
los puntos 

u + tiv + t 2 w ) 0<U<1 para i- 1,2. 



En forma similar, en dimensiones superiores, sean v \ , v 2 y ^3 elementos de 
un espacio vectorial V. Definamos la caja generada por estos elementos 
como el conjunto de combinaciones lineales 

tivi + t 2 v 2 + ^ 3^3 donde 0 < U < 1. 

Ilagamos un dibujo en el que v\> v 2 y se encuentren en posicion general: 


[HI, §3] 


Conjuntos convexos 


93 



Figura 9 

Puede haber casos degenerados que, un poco mas adelante, nos conduciran a la 
nocion de dependencia lineal. 

Ejercicios III, §2 

1* Sean Ai t ... 9 A r generadores de un subespacio V de R n . Sea W el conjunto de 
todos los elementos de R n que son perpendiculares a Ai , . , . , A r . Muestre que los 
vectores de W son perpendiculares a todo elemento de V. 

2. Dibuje el paralelogramo generado por los vectores (1,2) y (-1,1) en R 2 . 

3. Dibuje el paralelogramo generado por los vectores (2,-1) y (1,3) en R 2 . 


Ill, §3. Conjuntos convexos 

Sea S un sub conjunto de un espacio vectorial V . Diremos que 5* es convexo si, 
dados los puntos P y Q en 5, el segmento de recta comprendido entre P y Q 
esta contenido en S . En la figura 10, el conjunto de la izquierda es convexo. El 
conjunto de la derecha no es convexo porque el segmento de recta comprendido 
entre P y Q no esta completamente contenido en S . 




Figura 10 

Recordemos que el segmento de recta comprendido entre P y Q consiste en 
todos los puntos 


(1 -t)P + t.Q donde 0<t<l. 
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Esto nos da un criterio simple para determinar si un conjunto es convexo o no 
lo es. 

Ejemplo 1. Sea S el paralelogramo generado por dos vectores v 1 y v 2) de 
manera que S es el conjunto de combinaciones lineales 

-f t 2 v 2 donde 0 < ti < 1. 

Deseamos probar que S es convexo. Sean 

P — tivi + t 2 v 2 y Q = siVi 4- s 2 v 2 
puntos de S . Entonces 

(1 — i)P 4 tQ — (1 — -f t 2 v 2 ) 4 4* s 2 v 2 ) 

= (1 — 4* (1 — 0*2^2 4- tsiVi 4- is 2 v 2 


= r x vi 4- r 2 v 2 , 


donde 


r\ = (1 — t)ti 4- is 1 y r 2 = (1 — i)t 2 4 is 2 . 

Ademas tenemos que 

0 < (1 — t)h 4 tsi < (1 U t) -4 1 = 1 

y 

0 < (1 - t)t 2 4 ts 2 < (1 - t) 4 t = L 

En consecuencia, 

(1 - t)P + tQ = r\Vi + r 2 v 2 donde 0 < r; < 1. 

Esto prueba que ( \-t)P + tQ esta en el paralelogramo, el cual, por consiguiente, 
es convexo. 

Ejemplo 2. Semipianos. Considere una ecuacion lineal como la siguiente: 

2x — 3y = 6. 

Esta es la ecuacion de una recta como se muestra en la figura 11. 



Figura 11 


[HI, §3] 


Con juntos convexos 


95 


Las desigualdades 

2x — 3y < 6 y 2x — 3y > 6 

determinan dos semipianos; uno de ellos se encuentra por debajo de la recta y 
el otro por arriba, como se muestra en la figura 12. 



Figura 12 

Sea A — (2, —3) . Podemos — y deberiamos — escribir las ecuaciones lineales 
en la forma 

^4 • X > 6 y A • X < 6, 

donde X = (:r,t/). Como ejercicio 2, pruebe que todo semiplano es convexo. 
Esto es intuitivamente claro a partir de la figura, al menos en R 2 , aunque su 
demostracion debera ser valida para la situacion analoga en R n . 

Teorema 3.1. Sean Pi,...,P n puntos de un espacio vectorial V. Sea S 
el conjunto de todas las combinaciones lineales 

t 1 Pi + h t n P n 

donde 0 <ti y 1 i + ft n = 1 . Entonces S es convexo. 

Demostracion. Sean 

P —t x P j + • • • + t n Pn 

y 

Q —S 1 Pi 4- • • * + s n P n 

donde 0 < , 0 < , y 

H h t n = 1, 

$1 + * — h $n = 1. 

Sea 0 < t < 1 . Entonces: 

(1 — t)P 4 IQ = (1 — /)/iPi -f h (1 — t)t n Pn 

-f ~ t Si Pi 4 ••• 4 ts n P n 

— [(1 “ 0^1 d" ^i]Pi 4 • • • 4 [(1 — t)t n 4 ts n ]P n . 
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Tenemos que 0 < (1 - t)U + tsi para todo t , y 

(1 — t^ti + tSi “h ' • * + (1 — "I" t s n 

= (1 — t)(t\ + • • * + t n ) + t(s\ + * * * + s n ) 
= (1 “ t) H" t 
= 1 . 


Esto prueba nuestro teorema. 


En el siguiente teorema probaremos que el conjunto de todas las combinacio- 
nes lineales 

tiPi -f h t n P n donde 0 <U y t\ H Mn = 1 

es el mmimo conjunto convexo que contiene a Pi,...,P n - P° r ejemplo, su- 
ponga que P \ , P 2 y P 3 son tres puntos del piano que no estan alineados. 
Geometricamente es claro entonces que el minimo conjunto convexo que con- 
tiene a estos tres puntos es el triangulo que tiene estos puntos como vertices. 



Por ello es natural considerar como definicion de triangulo la siguiente propiedad, 
valida en cualquier espacio vectorial. 

Sean Pi , P 2 y P 3 tres puntos de un espacio vectorial V, que no estan 
alineados. Entonces el triangulo generado por estos puntos es el conjunto de 
todas las combinaciones 

tiPi -\-hP 2 -\-t 3 P 3 donde 0 < U y *i+<2+*3 = l- 


Cuando trabajamos con mas de tres puntos, el conjunto de combinaciones 
lineales, como en el teorema 3.1, tiene el aspecto de la siguiente figura. 
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Diremos que el conjunto convexo del teorema 2.1 es el conjunto convexo 
generado por P\, ... ,P n . Aunque no lo necesitaremos, el siguiente resultado 
muestra que este conjunto convexo es el mi'nimo conjunto convexo que contiene 
todos los puntos El lector debera omitir la prueba si no puede 

manejar el argumento por induccion. 

Teorema 3.2. Sean P\,...,P n puntos de un espacio vectorial V. Cual- 
quier conjunto convexo que contiene a Pi , . . . , P n tambien contiene todas las 
combinaciones lineales 

t\Pi 4- • • * 4- t n P n 

donde 0 < t{ para todo i y t\ + f- t n = 1. 

Demostracion. Se hara la prueba por induccion. Si n = 1 , entonces = 
1 y nuestro aserto es obvio. Supongamos que el teorema esta probado para 
algun entero n — 1 > 1. Lo probaremos para n. Sean t x , . . . ,t n numeros que 
satisfacen las condiciones del teorema. Sea S' un conjunto convexo que contiene 
a Pi,...,P n . Debemos demostrar que S' contiene todas las combinaciones 
lineales 

^lPi + * • * 4- t n P n . 

Si t n = 1, entonces nuestro aserto es trivial porque /i = ••• = t n -\ = 0. 
Supongamos que t n ^ 1. Entonces la combination lineal t\P\ + •• • -\-t n P n es 
igual a 

( 1 ■ tn) (rh; Pi + ■ + i^ Pn ~ l ) + tnPn ■ 

Sea ^ 

Si — - — - — para i — 1, . . . , n — 1. 

1 — ti 

Entonces S{ > 0 y si + - • *4-Sn-i = 1 , de manera que, por induccion, concluimos 
(pie el punto 

Q — Si Pi -f • * • + Sn-l^n-l 

esta en S' . Pero entonces 

(1 ~ tn)Q tnPn — ^lPl + * * * 4 ~t n P n 


98 


Espacios vectoriales 


[HI, §4] 


esta en S', por definition de conjunto convexo, tal como se queria probar. 

Ejercicios III, §3 

1. Sea 5 el paralelogramo que consiste en todas las combinaciones lineales hvi + t 2 v 2 , 
donde 0<*i<ly0<t 2 <l. Pruebe que S es convexo. 

2. Sea A un vector no nulo de R n y sea c un numero fijo. Muestre que el conjunto 
de todos los elementos X de R n tales que A X > c es convexo. 

3. Sea S un conjunto convexo de un espacio vectorial. Si c es un numero, denote con 
cS el conjunto de todos los elementos cv , donde v esta en S . Demuestre que cS 
es convexo. 

4. Sean Si y S 2 conjuntos convexos. Demuestre que la intersection SiflS 2 es convexa. 

5. Sea S un conjunto convexo en un espacio vectorial V . Sea w un elemento arbitrario 
de V. Sea w S el conjunto de todos los elementos ty-j-v, con v en S . Demuestre 
que w + S es convexo. 

Ill, §4. Independence lineal 

Sea V un espacio vectorial y sean v \ , elementos de V . Diremos que 

, • • • , Vn son linealmente dependientes si existen numeros a \ , . . . , a n , 
todos iguales a 0, tales que 

a\V\ + • • • + d n v n = O. 

Si no existen tales numeros, entonces decimos que vi, . . . ,v n son linealmente 
independientes. En otras palabras, los vectores son linealmente 

independientes si, y solo si, se satisface la siguiente condicion: 

Sean a\ , . . . , a n numeros tales que 

a\V\ H 1- a n v n = 0\ 

entonces a,- = 0 para todo i — 1, . . . , n. 

Bjemplo 1. Sea V = R n y considere los vectores 

£i = (l,0,...,0) 

En = (0,0,..., 1). 

Entonces Ei,...,E n son linealmente independientes. En efecto, sean a \ , . . . , a n 
numeros tales que a\E\ + • — b d n E n = O . Como 

cl\E\ + • • • 4* d n E n = (ai , . . . , On), 
se infiere que todo a,- = 0. 
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Ejemplo 2. Muestre que los vectores (1,1) y (—3,2) son linealmente 
independientes. 

Sean a y 6 dos numeros tales que 

a(l, 1) + 6(— 3, 2) = 0 . 

A1 escribir esta ecuacion en terminos de componentes, encontramos que 

a — 36 = 0, a + 26 = 0. 

Este es un sistema de dos ecuaciones que resolvemos para a y 6. A1 restar 
la segunda ecuacion de la primera obtenemos —56 = 0, por lo que 6 = 0. 
Sustituyendo en cualquier ecuacion emcontramos que a — 0. En consecuencia, 
a y 6 son iguales a 0 y asi nuestros vectores son linealmente independientes. 

Si los elementos de V generan V y ademas son linealmente in- 

dependientes, entonces se dice que {vi,...,v n } es una base de V. Tambien 
decimos que los elementos tq, . . . , v n constituyen o forman una base de V . 

Ejemplo 3. Los vectores E \ , . . . , E n del Ejemplo 1 forman una base de R n . 
Para probar esto tenemos que comprobar que son linealmente independientes, 
lo cual ya se hizo en el Ejemplo 1, y que generan R n . Dado un elemento 
A = («!, . . • , a n ) de R n , podemos expresar A como una combinacion lineal 

A — a\E\ -\- h a n E n) 

de manera que, por definicion, Ei, . . . , E n generan R n , por lo que forman una 
base. 

Sin embargo, hay muchas bases mas. Consideremos n — 2. Ilallamos que 
cualesquiera dos vectores que no sean paralelos forman una base de R 2 . Primero 
consideremos un ejemplo. 



Ejemplo 4. Muestre que los vectores (1,1) y (—1,2) forman una base de 
R 2 . 

Tenemos que demostrar que son linealmente independientes y que generan 
R. 2 . Para probar la independencia lineal, suponga que a y 6 son numeros tales 
que 


a(l,l) + 6(-l,2) = (0,0). 
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Entonces 

a — b = 0, a -f* 26 = 0. 

A1 restar la primera ecuacion de la segunda se obtiene 36 = 0 , de manera que 
6 = 0. Pero entonces, de la primera ecuacion, a = 0, lo que prueba que nuestros 
vectores son linealmente independientes. „ _ 

Luego, debemos mostrar que (1,1) y (-1,2) generan R . Sea ( M ) un 
elemento arbitrario de R 2 . Tenemos que mostrar que existen numeros x y y 
tales que 

*(1,1) + y{— 1, 2) = ( s ,l)- 

En otras palabras, debemos resolver el sistema de ecuaciones 

* - y = s, 

x + 2y = t. 

De nuevo reste la primera ecuacion de la segunda. Encontramos que 

3y = < - s, 


v en consecuencia, 

J t - s 

y= —’ 

y por ultimo, 

x = y + s = — 1- s. 

Esto prueba que (1, 1) y (-1, 2) generan R 2 , y concluye la prueba de que forman 
una base de R~ . 

El resultado general para R 2 se expresa en el siguiente teorema. 

Teorema 4.1. Sean (a, 6) y ( c,d ) dos vectores de R 2 . 

(i) Son linealmente dependien tes si, y solo si, ad-bc = 0. 2 

(ii) Si son linealmente independientes, entonces forman una base de R . 

Demostracion. Primero efectuela como ejercicio (vea el Ejercicio 4). Si el 
lector no puede hacerlo, encontrara la prueba en la seccion de respuestas. Se 
asemeja mucho al procedimiento del Ejemplo 4. 

Sea V un espacio vectorial y sea {tq, . . . ,u„} una base de V . Los elementos 
de V se pueden representar mediante n-tuplas con respecto a esta base, de la 
manera siguiente. Si un elemento v de V se escribe como combinacion lineal 

V = *itq + 1- X n v n 

de los elementos de la base, entonces se conoce a (*!,...,*„) como coorde- 
nadas de v con respecto a nuestra base y a i; se le conoce como la i-esima 
coordenada. Las coordenadas con respecto a la base usual E\,...,E n de R 
simplemente son las coordenadas tal como se definieron en el Capitulo I, §1. 

El siguiente teorema muestra que solo puede haber un conjunto de coordena- 
das para un vector dado. 
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Teorema 4.2. Sea V un espacio vectorial. Sean v\ ,...,v n elementos 
linealmente independientes de V . Sean ®i, . . . , x n y t/i , . . . , y n numeros tales 
que 

xivi + h x n v n = y\v\ + h y n Vn- 

Entonces debemos tener que Xi — yi para todo i = 1, . . . , n. 

Demostracion . Restemos el miembro derecho de la igualdad, del izquierdo. 
Obtenemos 

x\Vi - yivi + h x n v n - y n v n = O. 

Tambien podemos escribir esta relacion en la forma 

(*1 - yi)«l + ••• + (*»- Vn)v n = O. 

Por definicion, debemos tener X{ — y { = 0 para todo i = 1, . . . , n, con lo que se 
ha probado nuestro aserto. 

El teorema expresa el hecho de que, cuando un elemento se escribe como 
combinacion lineal de ui, . . . , v n , entonces sus coeficientes x\ , ,x n estan de- 
terminados en forma unica. Esto es cierto solo cuando v \ , . . . , v n son linealmente 
independientes. 

Ejemplo 5. Encuentre las coordenadas de (1,0) con respecto a los dos 
vectores (1,1) y (—1,2). 

Debemos encontrar numeros a y b tales que 

a(l,l) + 6(-l,2) = (l,0). 

A1 escribir esta ecuacion en terminos de coordenadas, encontramos 

a — 6=1, cl 26 = 0. 

A1 resolver para a y 6 de la manera usual se obtiene 6 = — | y a = |. Por 
tanto las coordenadas de (1,0) con respecto a (1,1) y (—1,2) son (§,— |) . 

Ejemplo 6. Las dos funciones e t y e 2t son linealmente independientes. 
Para probar esto, suponga que existen numeros a y 6 tales que 

ae t 4- be 2i = 0 

(para todos los valores de t). Derive esta relacion. Obtenemos 

ae l 4- 26e 2 * = 0. 

Restemos la primera relacion de la segunda. Obtenemos be 1 = 0 y, por tanto, 
6 = 0. A partir de la primera relacion, se inhere que at 1 — 0 y en consecuencia, 
a = 0, por lo que e t y e 2t son linealmente independientes. 

Ejemplo 7. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones de una variable 
t . Sean /i,...,/ n , n funciones. Decir que son linealmente dependientes es decir 
que existen n numeros ai, . . . , a n , no todos iguales a 0, tales que 

para todos los valores de t . 
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Advertencia. Queremos hacer enfasis en que la dependencia lineal para 
funciones significa que se cumple la relacion anterior para todos los valores de t . 
Por ejemplo, considere la relacion 

a sent + b cost = 0, 

donde a y b son dos numeros fijos que no son nulos simultaneamente. Puede 
haber a Igunos valores de t para los cuales se satisfaga la ecuacion anterior. Por 
ejemplo, si a ^ 0, entonces podemos resolver 

sen t b 

cos t a 5 

o, en otras palabras, tan t = b/a para obtener al menos una solucion. Sin 
embargo, la relacion anterior no se puede cumplir para todos los valores de t y, 
en consecuencia, sent y cost son linealmente independientes como funciones. 

Ejemplo 8. Sea V el espacio vectorial de funciones generado por las dos 
funciones e x y e 2i . Entonces las coordenadas de la funcion 

3e* + 5e 2< 

con respecto a la base {e^e 2 *} son (3,5). 

Existe otra forma conveniente para expresar la independencia lineal al traba- 
jar con dos vectores v y w . 

Teorema 4.3. Sean v y w elementos de un espacio vectorial V . Son 
linealmente dependientes si, y solo si, uno de ellos es un multiplo escalar del 
otro, esto es, existe un numero c 0 tai que tenemos v - cw o bien w - cv . 

Demostracion. Se deja como ejercicio; refierase al Ejercicio 5. 

En vista de este teorema, la condicion impuesta en varios ejemplos de la 
scccion anterior se podria formular en terminos de dos vectores que sean lineal- 
mente independientes. 
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Dcmuestre que los siguientes vectores son linealmente independientes. 
(a) (1,1,1) y (0,1, -2) (b) (1,0) y (1,1) 

(c) (-1,1,0) y (0,1,2) (d) (2,-1) y (1,0) 

(e) (tt.O) y (0,1) (f) (1,2) y (1,3) 

(K) (1,1,0), (1,1,1), (h) (0,1,1,), (0,2,1) 

y (o,i,-i) y (1,5,3) 


2. Exprese el vector X dado, como combinacion lineal de los vectores A y B dados 
y cncuentre las coordenadas de X con respecto a A y B . 

(a) X = (1,0), A = (1,1), £ = (0,1) 

(l>) X = (2,l), A = (1,-1), £ = (1,1) 

(c) A' = (!,!), A -(2,1), B = (-1,0) 

(d) X (4,3), A - (2,1,), £« (- 1,0) 


[HI, § 4 ] 


Independence lineal 


103 


3. Encuent.re las coordenadas del vector X con respecto a los vectores A, B y C . 

(a) * = (1,0,0), A = (1,1,1), B = (-1,1,0), C = (1, 0, — 1) 

(b) * = (1,1,1), A = (0, 1, — 1), B = (1,1,0), C = ( 1,0,2) 

(c) * = (0,0,1), A = (1,1,1), B = (—1, 1,0), C = (1, 0, — 1) 

4. Sean (a, b) y (c, d) dos vectores de R 2 . 

(i) Si ad — be ^ 0, demuestre que son linealmente independientes. 

(ii) Si son linealmente independientes, muestre que ad — be ^ 0. 

(iii) Si ad — be ^ 0, entonces demuestre que forman una base de R 2 . 

5. (a) Sean v y w elementos de un espacio vectorial. Si v y w son linealmente 

depen dientes, muestre que existe un numero c tal que w = cv, o bien, v = cw. 
(b) Reciprocamente, sean v y w elementos de un espacio vectorial y suponga que 
existe un numero c tal que w = cv. Demuestre que v y w son linealmente 
depen dientes. 

6. Sean Ai,...,A r vectores de R n y suponga que son mutuamente perpendiculares; 
en otras palabras, A, _L Aj si i ^ j . Suponga ademas que ninguno de ellos es O . 
Pruebe que son linealmente independientes. 

7. Considere el espacio vectorial de todas las funciones de una variable t. Muestre 
que las siguientes parejas de funciones son lineamente independientes. 

(a) l,t (b) M 2 (c) (d) e\t (e) te t ,e 2 t (f) sent, cost 

(g) t,sent (h) sent, sen2t (i) cost, cos3t 

8. Considere. el espacio vectorial de las funciones definidas para t > 0. Demuestre que 
las siguientes parejas de funciones son linealmente independientes. 

(a) t, 1/t (b) e*,logt 

9. ^Cuales son las coordenadas de la funcion 3 sen t + 5 cost = /(t) con respecto a la 
base {sent, cost}? 

10. Sea D la derivada d/dt. Sea /(t) tal como aparece en el Ejercicio 9. ^Cuales 
son las coordenadas de la funcion Df(i) con respecto a la base que aparece en el 
Ejercicio 9? 

En cada uno de los siguientes casos, exhiba una base para el espacio indicado y 
pruebe que es una base. 

11. El espacio de las matrices de 2x2. 

12. El espacio de las matrices de m x n. 

13. El espacio de las matrices de n x n cuyas componentes son todas iguales a 0, 
exceptuando, posiblemente, las componentes diagonales. 

14. Las matrices superiormente triangulares, esto es, matrices del siguiente tipo: 

/ an an * • * &in \ 

0 G&22 * • • 02 n 

\ 0 0 * • * Ann / 

15. (a) El espacio de las matrices simetricas de 2x2. 

(b) El espacio de las matrices simetricas de 3x3. 

10. El espacio de las matrices simetricas de n x n. 
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III, §5. Dimension 

Nos planteamos la siguiente pregunta: ^podemos encontrar tres elementos lineal- 
mente independiente en R 2 ? Por ejemplo, ^los elementos 

A = (1,2), B = (-5,7), C = (10,4) 

son linealmente independientes? Si el lector desarrolla las ecuaciones lineales que 
expresan la relacion 

xA 4* yB 4- zC = O, 

encontrara que puede resolverlas para x , y y z no iguales a 0. A saber, estas 
ecuaciones son: 

x - by + 102 = 0, 

2x + 7 y + 4 z = 0. 

Este es un sistema de dos ecuaciones homogeneas con tres incognitas y sabemos, 
por el Teorema 2.1 del Capitulo II, que podemos encontrar una solucion no 
trivial (x,y,z) distinta de cero. En consecuencia, A, B y C son linealmente 
dependientes. 

En un momento veremos que este es un fenomeno general. En R n no podemos 
encontrar mas de n vectores linealmente independientes. Mas aun, veremos que 
cualesquiera n elementos de R n linealmente independientes deben generar a 
R n y, en consecuencia, deben formar una base. Por ultimo, veremos tambien 
que, si una base de un espacio vectorial tiene n elementos y otra base tiene m 
elementos, entonces, m = n. En pocas palabras, dos bases deben tener el mismo 
numero de elementos. Esta propiedad nos permitira definir la dimension de 
un espacio vectorial como el numero de elementos de cualquier base. Ahora 
desarrollaremos estas ideas en forma sistematica. 

Teorema 5.1. Sea V un espacio vectorial y supongamos que {tq , . . . , v m ] 
generan V. Sean wi,...,w n elementos de V y supongamos que n > m. 
Entonces . . . , w n son linealmente dependientes. 

Demostracion. Como {r>i, . . . } v m ) genera V , existen numeros (a i; ) tales que 
podemos escribir 

Wi = a n v 1 H 1- dmlVm 

U) n — “f" ' * ’ “f* d mn Vm . 

Si Xij . . . ,ar n son numeros, entonces 
xiwi H b x n w n 

- (xia n -f h x n a ln )vi 4 h H b x n 

(basta sumar los coeficientes de v\, . . . , v m verticalmente hacia abajo). Conforme 
al Teorema 2.1 del Capitulo II, el sistema de ecuaciones 


+ • 

• • 4" x n u\ n — 0 

Il«ml +• 

’ ' “f" x n ci mn — 0 
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tiene una solucion no trivial, debido a que n > m. En vista de la observacion 
anterior, dicha solucion (zi, . . . , x n ) es tal que 

X\W\ H b x n w n = 0, 

como se deseaba. 

Teorema 5.2. Sea V un espacio vectorial y supongamos que una base tiene 
n elementos y que otr a tiene m elementos. Entonces m = n. 

Demostracion. Apliquemos el Teorema 5.1 a las dos bases. El Teorema 5.1 
implica que tanto n > m como m > n son imposibles y, en consecuencia, m — n. 

Sea V un espacio vectorial que tiene una base consistente en n elementos. 
Diremos que n es la dimension de V . Si V consta solo del O , entonces V no 
tiene base y diremos que V tiene dimension 0. 

Ahora po demos reformular las definiciones de recta y piano en un espacio 
vectorial arbitrario V . Una recta que pasa por el origen simplemente es un 
subespacio de una dimension. Un piano que pasa por el origen simplemente 
es un subespacio de dos dimensiones. 

Una recta arbitraria se obtiene como la traslacion de un subespacio de una 
dimension. Un piano arbitrario se obtiene como la traslacion de un subespacio 
de dos dimensiones. Cuando una base {rq} ha sido seleccionada para un espacio 
de una dimension, entonces los puntos de una recta se expresan en la forma usual 

P + tivx con todos los numeros posibles t\. 

Cuando se ha seleccionado una base {tq, rq} para un espacio de dos dimensiones, 
los puntos de un piano se expresan en la forma 

P + t\Vi + < 2^2 con todos los numeros posibles < 1 ,^ 2 - 

Sea {tq, . . . , un conjunto de elementos de un espacio vectorial V . Sea r 
un entero positivo < n. Diremos que {tq, . . . , i> r } es un subconjunto maximal 
de elementos linealmente independientes si iq, . . . } v r son linealmente indepen- 
dientes y si, ademas, dado cualquier , donde i > r, los elementos iq, . . . , v r , 
son linealmente dependientes. 

El siguiente teorema nos da un util criterio para determinar cuando un con- 
junto de elementos de un espacio vectorial es una base. 

Teorema 5.3. Sea {tq, . . . ,i> n } un conjunto de generadores de un espacio 
vectorial V . Sea {tq, . . . ,v r } un subconjunto maximal de elementos lineal- 
mente independientes . Entonces {tq, . . . ,v r } es una base de V . 

Demostracion. Debemos probar que tq,...,v r generan V. Primero proba- 
remos que cada (para i > r) es una combinacion lineal de V \ , Por 

hipotesis, dado Vj , existen numeros aq, . . . , x r , y, no todos iguales a 0, tales que 

x\V\ H b x r v r + yvi = O. 
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Ademas y ^ 0 , porque de otro modo tendri'amos una relacion de dependencia 
lineal para iq, . . . , v r . De manera que po demos despejar Vi , a saber, 

Xi x r 

Vi = — vi + ••• + — v r , 

-y -y 

con lo que se demuestra que es una combinacion lineal de iq, . . . , v r . 

Luego, sea v cualquier elemento de V . Existen numeros Ci, . . . ,c n tales que 

v = CiVi H hc n v„. 

En esta relacion podemos reemplazar cada v g *(t > r) por una combinacion lineal 
de iq , . . . , v r . Si hacemos esto y luego agrupamos terminos, encontraremos que 
hemos expresado v como una combinacion lineal de iq , . . . , v r . Esto prueba que 
tq, . . . , v r generan V* y, por tanto, forman una base de V . 

Daremos ahora criterios que nos permitan decir cuando los elementos de un 
espacio vectorial constituyen una base. 

Sean tq, . . . , v n elementos linealmente independientes de un espacio vectorial 
V . Diremos que forman un conjunto maximal de elementos de V lineal- 
mente independientes si, dado cualquier elemento u; de los elementos 
WjVi , . . . , v n son linealmente dependientes. 

Teorema 5.4. Sea V un espacio vectorial y sea un con- 

junto maximal de elementos de V linealmente independientes. Entonces 
{tq , . . . , v n } es una base de V . 

Demostracion. Ahora debemos demostrar que iq, . . . , v n generan V , esto es, 
que todo elemento de V se puede expresar como una combinacion lineal de 
v \ ) . . . t v n . Sea w un elemento de V . Los elementos w, tq, . . . , v n de V deben 
ser linealmente dependientes, por hipotesis, de modo que existen numeros Xo , 
. . . , x n , no todos iguales a 0, tales que 

X 0 W + X\V\ + h x n v n = O. 

No podemos tener xq = 0, ya que, si ese fuera el caso, obtendriamos una relacion 

de dependencia lineal entre tq,...,v n . Por consiguiente, podemos despejar w 

en terminos de v \ , . . . , v n , a saber, 

X\ x n 

W = V\ — • • v n . 

Xq Xq 

Esto prueba que w es una combinacion lineal de tq , . . . , v n , y que {tq , . . . , v n ) 
es una base. 

Teorema 5.5. Sea V un espacio vectorial de dimension n y sean tq , . . . , v n 
elementos de V linealmente independientes. Entonces iq, . . . t v n constituyen 
una base de V . 

Demostracion. Conforme al Teorema 5.1, {tq, . . . ,v n } es un conjunto maxi- 
mal de elementos de V linealmente independientes. En consecuencia, es una 
base por el Teorema 5.4. 
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Teorema 5.6. Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea W un 
subespacio , tambien de dimension n. Entonces W = V. 

Demostracion. Una base para W tambien debe ser una base para V . 

Teorema 5.7. Sea V un espacio vectorial de dimension n. Sea r un 
entero positivo, donde r < n, y sean vi, . . . , v r elementos de V linealmente 
independientes. Entonces se pueden encontrar elementos v r +i> • . . , tales 
que 

(vi)- - •)««} 

es una base de V . 

Demostracion. Como r < n, sabemos que {t>i, . . . , u r } no puede formar una 
base de V y, por tanto, no puede ser un conjunto maximal de elementos de V 
linealmente independientes. En particular, podemos encontrar v r+ i en V tal 
que 

. . . , v r +i 

son linealmente independientes. Si r + 1 < n, entonces podemos repetir el argu- 
mento. Asi podemos proceder paso a paso (por induccion) hasta que obtenemos 
n elementos linealmente independientes {vj, . . . , v n } . Estos deben ser una base, 
por el Teorema 5.4, y nuestro corolario queda probado. 

Teorema 5.8. Sea V un espacio vectorial que tiene una base que consta 
de n elementos. Sea W un subespacio que no consta solo del O . Entonces 
W tiene una base y la dimension de W es < n. 

Demostracion. Sea wi un elemento no nulo de W. Si {w\} no es un conjunto 
maximal de elementos de W linealmente independientes, entonces podemos en- 
contrar un elemento u >2 de W tal que wi y W 2 son linealmente independientes. 
Procediendo de esta manera, un elemento cada vez, debe haber un entero m < n 
tal que podemos encontrar elementos uq, W 2 , . . . , w m linealmente independientes 
y tales que 

es un conjunto maximal de elementos de W linealmente independientes (por el 
Teorema 5.1 no podemos continuar encontrando en forma indefinida elementos 
linealmente independientes, y el numero de tales elementos es, a lo mas, n). Si 
ahora usamos el Teorema 5.4, concluimos que {u>i, . . . ,u> m } es una base para 
W. 

Ejercicios III, §5 


I. ^Cual es la dimension de los siguientes espacios? (Consulte los ejercicios 11 a 16 de 
la seccion anterior): 

(a) Las matrices de 2x2. (b) Las matrices de m x n. 
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(c) Las matrices de n x n cuyas componentes son todas iguales a 0, exceptuando 
posiblemente las de la diagonal. 

(d) Las matrices superiormente triangulares de n x n. 

(e) Las matrices simetricas de 2x2. 

(f) Las matrices simetricas de 3x3. 

(g) Las matrices simetricas de n x n. 

2. Sea V un subespacio de R 2 . ^Cuales son las posibles dimensiones de 7? Muestre 
que, si V ^ R 2 , entonces o bien V = {O} , o V es una recta que pasa por el origen. 

3. Sea V un subespacio de R 3 . ^Cuales son las posibles dimensiones de 7? Muestre 
que, si V ^ R 3 , entonces, o bien V = {0} , o V es una recta que pasa por el 
origen, o V es un piano que pasa por el origen. 

Ill, §6. El rango de una matriz 

Sea 



una matriz de m x n. Las columnas de A generan un espacio vectorial, que 
es un subespacio de R m . La dimension de ese subespacio se llama rango por 
columnas de A. En vista del Teorema 5.4, el rango por columnas es igual al 
numero maximo de columnas linealmente independientes. En forman analoga, 
los renglones de A generan un subespacio de R n y la dimension de este subes- 
pacio se conoce como rango por renglones. De nuevo por el Teorema 5.4, el 
rango por renglones es igual al numero maximo de renglones linealmente inde- 
pendientes. Mas adelante probaremos que estos dos rangos son iguales entre si. 
Daremos dos pruebas; la primera, de esta seccion, depende de ciertas operacio- 
nes por renglones y por columnas de una matriz. Poster iormente daremos una 
prueba mas geometrica empleando la nocion de perpendicularidad. 

Definimos el espacio de renglones de A como el subespacio generado por 
los renglones de A . Definimos el espacio de columnas de A como el subespacio 
generado por las columnas. 

Considere las siguientes operaciones por renglones de una matriz. 

Renglon 1 . Sumar un multiplo escalar de un renglon a otro. 

Renglon 2. Intercambiar renglones. 

Renglon 3. Multiplicar un renglon por un escalar no nulo. 

Estas se conocen como operaciones por renglones (algunas veces como opera- 
ciones elementales por renglones). Tenemos operaciones semej antes para las 
columnas, las que se denotaran con Col 1, Col 2 y Col 3, respect ivamentc. 
Estudiaremos el cfecto de estas operaciones sobre los rangos. 
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Observe primero que cada una de las operaciones anteriores tiene una ope- 
racion inversa en el sentido de que, efectuando operaciones similares, podemos 
regresar a la matriz original. Por ejemplo, cambiemos una matriz A sumando 
c veces el segundo renglon al primero. Obtenemos una nueva matriz B cuyos 
renglones son 

B\ = A\ + cA?, A 2 , . . . , A m . 

Si ahora sumamos — cA^ al primer renglon de B , obtenemos otra vez A\ . Se 
puede aplicar un argumento semejante a dos renglones cualesquiera. 

Si intercambiamos dos renglones y luego los intercambios de nuevo, volvemos 
a obtener la matriz original. 

Si multiplicamos un renglon por un niimero c / 0, entonces, al multiplicar 
de nuevo por cf 1 , se obtiene el renglon original. 

Teorema 6.1. Las operaciones por renglones y columnas no cambian el 
rango por renglones de una matriz, a si como tampoco el rango por columnas. 

Demostracion. Observemos primero que al intercambiar renglones de una ma- 
triz no se afecta el rango por renglones, puesto que el subespacio generado por 
los renglones es el mismo, sin importar en que orden consideramos los renglones. 

Luego suponga que sumamos un multiplo escalar de un renglon a otro. Man- 
tendremos la notacion que usamos antes del teorema, de manera que los nuevos 
renglones son 

#1 = A\ + cA%, Ai , . . . , A m . 

Cualquier combinacion lineal de los renglones de B , a saber, cualquier combi- 
nacion de 

B\,A2 , . . . , A m 

tambien es una combinacion lineal de A\, A 2 , . . . , A m . En consecuencia, el es- 
pacio de los renglones de B esta contenido en el espacio de los renglones de A. 
Por tanto, por el Teorema 5.6 tenemos 


rango por renglones de B < rango por renglones de A. 

Como A tambien se obtiene de B mediante una operacion similar, obtenemos 
la desigualdad inversa 

rango por renglones de A < rango por renglones de B. 

Por tanto, estos dos rangos por renglones son iguales. 

Tercero, si multiplicamos un renglon A{ por c / 0, obtenemos el nuevo 
renglon cA { . Pero A{ = c“ 1 (cAi ) , de manera que los espacios de renglones de la 
matriz A y los de la nueva matriz obtenida al multiplicar el renglon por c son 
iguales. Asf, la tercera operacion tampoco cambia el rango por renglones. 
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Podriamos haber dado el argumento anterior para cualquier par de renglones 
Ai , Aj(i ^ i) , de manera que hemos probado que las operaciones por renglones 
no cambian el rango por renglones. 

Ahora probaremos que no cambia el rango por columnas. 

Considere de nuevo la matriz obtenida al sumar un multiplo escalar del segundo 


renglon al primero: 

{ an + c<Z2i 

ai 2 + ca 22 * 

Oln 4- C02n \ 

B = 

021 

022 

02n 


\ «ml 

a m2 

Omn * 


Sean i? 1 , . . . , B n las columnas de esta nueva matriz B . Veremos que la relacion 
de dependencia lineal entre las columnas de B es precisamente la misma que la 
relacion de dependencia lineal entre las columnas de A. En otras palabras: 

Un vector X = (x X) . . . , x n ) da una relacion de dependencia lineal 

x x B l + ••• + x n B n = O 

entre las columnas de B si, y solo si, X da una relacion de dependencia lineal 

xi A 1 H 1- x n A n = O 

entre las columnas de A. 

Demostracion. A partir del Capitulo II, seccion §2, sabemos que una relacion 
de dependencia lineal entre las columnas se puede escribir en terminos del pro- 
ducto interior con los renglones de la matriz. Asi, suponga que tenemos una 
relacion 

a?i B 1 + --- + z n B n = 0. 

Esto es equivalente al hecho de que 

X ■ B{ = 0 para i = 1, . . . , m. 

Por consiguiente, 

X •(A 1 +cA 2 ) = 0, X A 2 = 0, X-A m =0. 

La primera ecuacion se puede escribir de la siguiente manera: 

A • A x + cX • A 2 = 0. 

Como X • A 2 = 0, concluimos que X ■ A\ = 0. En consecuencia, X es per- 
pendicular a los renglones de A y, por tanto, X da una relacion lineal entre las 
columnas de A. El reciproco se prueba de manera semejante. 

El enunciado anterior prueba que, si r columnas de B son linealmente inde- 
pendientes, entonces r columnas de A tambien son linealmente independientes, 
y reciprocamente. Por consiguiente, Ay B tienen el mismo rango por columnas. 

Dejamos que el lector verifique que las otras dos operaciones por renglones 
no cambian los rangos por columnas. 

Del mismo modo se prueba que las operaciones por columnas no cambian el 
rango por renglones. La situacion es simetrica entre renglones y columnas. Esto 
concluye la prueba del teorema. 
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Teorema 6.2. Sea A una matriz de rango por renglones igual a r. Me- 
diante una sucesion de operaciones por renglones y por columnas, la matriz se 
puede transformar en la matriz que tiene por componentes a 1 en la diagonal 
de los primeros r renglones y columns y 0 en las demas componentes. 


/I 

0 

0 0\ 

0 

1 

0 : 

0 

0 •• 

•01: 


En particular, el rango por renglones es igual a 1 rango por columnas. 

Demostracion. Suponga que r ^ 0, de manera que la matriz no es la matriz 
nula. Alguna componente no es igual a cero. Despues de intercambiar renglo- 
nes y columnas, de ser necesario, po demos suponer que esta componente esta 
en la esquina superior izquierda, esto es, esta componente es igual a an ^ 0 . 
Ahora descendemos por la primera columna; multipliquemos el primer renglon 
por a 2 i/ciii y restemoslo del segundo renglon. Entonces obtenemos una matriz 
que tiene 0 en el primer lugar del segundo renglon. Luego multipliquemos el 
primer renglon por 031 /an y restemoslo del tercer renglon. Entonces nuestra 
nueva matriz tiene la primera componente igual a 0 en el tercer renglon. Proce- 
diendo de la misma manera, podemos transformar la matriz de manera que sea 
de la forma 


an 

ai 2 • 

a ln ^ 

0 

a 2 2 

' * «2n 

0 

a m2 * 

a mn ' 


Despues, restemos multiplos apropiados de la primera columna, de la segunda, 
de la tercera,. . . , de la n-esima columna para obtener ceros en el primer renglon. 
Esto transforma a la matriz en una matriz del siguiente tipo: 

fan 0 0 ^ 

0 a 2 2 • • * «2n 

\ 0 a m2 ■ • • a mn / 

Ahora tenemos una matriz de (m — 1 ) x (n — 1 ) en la parte inferior de la 
derecha. Si efectuamos operaciones por renglones y columnas en todas partes 
oxcepto en el primer renglon y en 1 a. primera columna, entonces, primero, no 
modificamos laprimeracomponente a\ \ ;y segundo, podemos repetir el argumento, 


112 


Espacios vectoriales 


[HI, §6] 


con elobjeto de obtener una matriz de la forma siguiente: 


/a n 0 0 ••• 0 \ 

0 a22 0 ■ ■ * 0 

0 0 ass * * • a s n 


VO 0 flm3 * * * ®mn ' 


Procediendo paso a paso mediante induccion llegamos a una matriz de la forma 

/on 0 ••• 0 0\ 

0 (222 * ‘ * 0 I 


0 0 
\ 0 0 


Clgs 

0 0 / 


cuyos elementos diagonales an, . . . , a s , son ^ 0. Dividamos el primer renglon 
entre an, el segundo entre 022 , etc. Entonces obtendremos una matriz 


/I 0 ... 0 0\ 
0 1 — 0 : 


0 0 ••• 1 0 

\0 0 0 0/ 


Por tanto, tenemos la matriz unitaria de s x 5 en la esquina superior de la 
izquierda y ceros en todo lo demas. Como las operaciones por renglones y por 
columnas no cambian el rango por renglones o por columnas, se infiere que r = s 
y tambien que el rango por renglones es igual al rango por columnas. Esto prueba 
el teorema. 

Puesto que hemos probado que el rango por renglones es igual al rango por 
columnas, podemos ahora omitir “renglones” o “columnas” y solo hablar del 
rango de una matriz. Asi, por defmicion, el rango de una matriz es igual a la 
dimension del espacio generado por los renglones. 

Observacion. Aunque el procedimiento sistematico suministra un metodo 
efectivo para encontrar el rango, en la practica usualmente se buscan atajos para 
obtener tantos ceros como sea posible al efectuar las operaciones por renglones 
y por columnas, de manera que en algun punto sea obvio cual es el rango de la 


matriz. 


Por supuesto, tambien se puede emplear el simple mecanismo de las ecuacio- 
nes lineales para encontrar el rango. 

Ejemplo. Encuentre el rango de la matriz 
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Solo hay dos renglones, de manera que el rango es a lo mas igual a 2. Por otro 
lado, las dos columnas 




y 


Son linealmente independientes ya que si a y 6 son numeros tales que 



entonces 


2a -f- 6 — 0) 

6 = 0 , 


de manera que a = 0. Por consiguiente, las dos columnas son linealmente 


independientes y el rango es igual a 2. 

Mas adelante tambien veremos que los determinantes dan una forma de com- 
putacion para determinar cuando los vectores son linealmente independientes y, 
por tanto, se pueden usar para determinar el rango. 

Ejemplo. Encuentre el rango de la siguiente matriz. 


1 2 - 3 \ 


2 1 0 

-2 -1 3 

V-l 4 -2/ 


llestemos dos veces la primera columna de la segunda y sumemos 3 veces la 
primera columna a la tercera. Esto da 


1 0 °\ 


2-3 6 

-2 3 -3 

V-l 6-5/ 


Sumemos 2 veces la segunda columna a la tercera. Esto da 


1 



2 -A u 


-2 3 3 

V-l 6 7 


Ksta matriz esta escrita en la forma escalonada por columnas y se ve de inme- 
diato que los primeros tres renglones o columnas son linealmente independientes. 
< 'oino solo hay Ires columnas, se inhere que el rango es igual a 3. 
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Ejercicios III, §6 


1. Encuentre el rango de las siguientes matrices. 


(2 1 z\ 

\7 2 OJ 


2 

4 

0 

-5 


7 

-1 


(a) 

(c) 

(e) 

(g) 

(i) 

2. Sea A una matriz triangular 




/ ail 

ai2 

din \ 

0 

a22 

d2n 

^ 0 

0 • 

’ * dnn / 


Suponga que ninguno de los elementos diagonales es igual a 0. ^Cual es el 
rango de A? 

3. Sea A una matriz de m x n y sea B una matriz de nxr,de manera que podemos 
formar el prod uc to AB . 

(a) Demuestre que las columnas de AB son combinaciones lineales de A. For tanto, 
pruebe que 

rango de AB < rango de A. 

(b) Pruebe que rango de AB < rango de B. [Sugerencia.: Use el hecho de que 
rango de AB = rango de t (AB ) , y que rango de B = rango de U?.] 


CAPITULO IV 


Aplicaciones lineales 


Primero definiremos el concepto general de aplicacion, que a su vez generaliza el 
concepto de funcion. Entre las aplicaciones, las lineales son las mas importan- 
tes. Una buena parte de las matematicas se dedica a reducir problemas sobre 
aplicaciones arbitrarias a aplicaciones lineales, ya que estas resultan interesantes 
por si mismas, ademas de que muchas aplicaciones son lineales. Por otra parte, 
a menudo es posible aproximar una aplicacion arbitraria mediante una lineal, 
cuyo estudio es mucho mas sencillo que el estudio de la aplicacion original. Esto 
se hace en el calculo de varias variables. 

IV, §1. Aplicaciones 

Sean S y S' dos conjuntos. Una aplicacion de S en S' es una asociacion tal 
que a todo elemento de S le asocia un elemento de S ' . En lugar de decir que F 
es una aplicacion de 5 en S ' , a menudo escribiremos los simbolos F: S — ► S ' . 
A una aplicacion tambien se le conoce como transformacion. 

Una funcion es un tipo especial de aplicacion, a saber, es una aplicacion de 
un conjunto en el conjunto de numeros, es decir, en R. 

Ex ten demos a las aplicaciones algunos de los terminos que hemos usado para 
funciones. Por ejemplo, si T:S — + S' es una aplicacion, y si u es un elemento 
de 5, entonces denotamos con T(«), o Tu } el elemento de S' asociado a u 
mediante T. Decimos que T(u) es el valor de T en u, o tambien que es la 
imagen de u ba,jo T. Los simbolos T(u) se leen como T de u” . A1 conjunto 
de todos los elementos T(u), cuando u varfa sobre todos los elementos de S , 
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se le conoce como la imagen de T . Si W es un sub conj unto de S', entonces el 
conjunto de elementos T(u)) , cuando w varia sobre todos los elementos de W , 
recibe el nombre de imagen de W bajo T y se denota con T(W ) . 

Sea F:S S' una aplicacion de un conjunto S en un conjunto 5'. Si x es 
un elemento de S', con frecuencia escribimos 

x i— ► F(x) 

con una flecha especial para denotar la imagen de x bajo F . Asi, por ejemplo, 
hablariamos de la aplicacion F tal que F(x) = x 2 como la aplicacion x h- ► x 2 . 

Ejemplo 1. Para cualquier conjunto S tenemos la aplicacion identidad 
I:S —+ S . Se define mediante J(x) = x para todo x. 

Ejemplo 2. Sean S y S' iguales a R. Sea /: R — ► R la funcion /(x) = x 2 
(es decir, la funcion cuyo valor en un numero x es x 2 ). Entonces / es una 
aplicacion de R en R. Su imagen es el conjunto de numeros > 0. 

Ejemplo 3. Sea S el conjunto de numeros > 0 y sea S' = R. Sea 
g:S S' la funcion tal que y(x) = x 1 / 2 . Entonces g es una aplicacion de S en 
R. 

Ejemplo 4. Sea S el conjunto de funciones que tienen derivadas de todos 
los ordenes en el intervalo 0 < t < 1 y sea S' = S. Entonces la derivada 
D = d/dt es una aplicacion de S en S. En realidad, nuestra aplicacion D 
asocia la funcion df/dt - Df a la funcion /. Conforme a nuestra terminologia, 
Df es el valor de la aplicacion D en / . 

Ejemplo 5. Sea S el conjunto R 3 , esto es, el conjunto de ternas. Sea A = 
(2, 3,-1). Sea L:R 3 — ► R la aplicacion cuyo valor en un vector X = (x.y.z) 
es A • X . Entonces L(X) = A X. Si X(l, 1, -1) , entonces el valor de L en X 
es 6. 

A1 igual que con las funciones, describimos una aplicacion al dar sus valores. 
Asi, en lugar de hacer el enunciado que aparece en el Ejemplo 5 para describir la 
aplicacion L, tambien diremos: sea L : R 3 — ► R la aplicacion L(X) — A-X . Esto 
es un tanto incorrecto, pero es mas breve, y usualmente no se presta a confusion. 
En forma mas correcta podemos escribir X L(X) o bien X »— ► A • X , con la 
flecha especial para denotar el efecto de la aplicacion L en el elemento X . 

Ejemplo 6. Sea F:R 2 — > R 2 la aplicacion dada por 

F(x,y) = (2x,2y). 

Describa la imagen bajo F de los puntos que estan en el circulo x 2 + y 2 = 1 . 

Sea (x,y) un punto del circulo de radio 1. 

Sean u = 2x y v = 2y. Entonces u y v satisfacen la relacion 

(m/2) 2 + (v/2) 2 = 1 
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o, en otras palabras, 



En consecuencia, (u,v) es un punto del circulo de radio 2, por lo cual la ima- 
gen bajo F del circulo de radio 1 es un subconjuto del circulo de radio 2. 
Reciprocamente, dado un punto (u,t>) tal que 

u 2 + v 2 = 4, 

sean x = u/2 y y = v/2. Entonces el punto (x 7 y) satisface la ecuacion 

x 2 + y 2 = 1, 

y, en consecuencia, es un punto del circulo de radio 1. Ademas, 


F(x,y) = (u,v). 

Por tanto, todo punto del circulo de radio 2 es la imagen de algun punto del 
circulo de radio 1. Concluimos que la imagen del circulo de radio 1 bajo F es 
precisamente el circulo de radio 2. 

Nota. En general, sean S y S' dos conjuntos. Para probar que S = S ' , con 
frecuencia se prueba que S es un subconjunto de S' y que S' es un subconjunto 
de 5. Esto es lo que hicimos en el argumento anterior. 


Ejemplo 7. Este ejemplo es particularmente importante en las aplicacio- 
nes geometricas. Sea V un espacio vectorial y sea u un elemento fijo de V. 
Supongamos que 

T u :V-> V 

es la aplicacion tal que T u ( v) = v + u. A T u se le conoce como traslacion 
determinada por u. Si S es cualquier subconjunto de V, entonces se conoce 
a T U (S) como la traslacion de 5 determinada por u y consta de todos los 
vectores v + u, donde v G S . Solemos denotarla con S + u. En la siguiente 
figura dibujamos un conjunto S y su traslacion determinada por un vector u . 



Figura 1 
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Ejemplo 8. La rotacion levogira alrededor del origen determinada por 
un angulo 0 es una aplicacion, que podemos denotar con Rq . Sea 0 = tt/2. 
La imagen del punto (1,0) bajo la rotacion r /2 es P un t° (0,1). Podemos 
escribirlo como 

^ /2 (1,0) = (0,1). 

Ejemplo 9. Sea S un conjunto. Una aplicacion de S en R sera denomi- 
nada funcion y el conjunto de tales funciones se llamara conjunto de funciones 
definidas en S. Sean / y g dos funciones definidas en S . Podemos definir su 
suma de la misma manera que para las funciones de numeros, a saber, / + 9 es 
la funcion cuyo valor en un elemento t de S es f ( t ) + <7(0 • Tambien podemos 
definir el producto de / por un numero c. Es la funcion cuyo valor en t es 
c/(0- Entonces el conjunto de aplicaciones de S en R es un espacio vectorial. 

Ejemplo 10. Sea 5 un conjunto y sea V un espacio vectorial. Sean F y G 
dos aplicaciones de S en V . Podemos definir su suma de la misma manera en 
que defmimos la suma de funciones, a saber, la suma F d~G es la aplicacion cuyo 
valor en un elemento t de S es F(t) + G(t ) . Tambien defmimos el producto 
de F por un numero c como la aplicacion cuyo valor en un elemento t de S es 
cF(t ) . Es facil verificar que se satisfacen las condiciones EV 1 hasta la EV 8. 

Ejercicios TV, §1 

1. En el Ejemplo 4, muestre Df como funcion de x cuando / es la funcion: 

(a) f(x) = sen x (b) f(x) = e x (c) /(z) = log:c 

2. Sean P = (0, 1) y R la rotacion determinada por tt/ 4. De las coordenadas de la 
imagen de P bajo R , es decir, de JR(P). 

3. En el Ejemplo 5, de L(X) cuando X es el vector: 

(a) (1,2, -3) (b) (-1,5,0) (c) (2,1,1) 

4. Sea F: R — R 2 la aplicacion tal que F(t) = (e*, t) . lA que son iguales F( 1) , F( 0) 

y F(- 1 )? 

5. Sea G: R -»■ R 2 la aplicacion tal que G(t) = Sea F como en el Ejercicio 4. 

lA que son iguales (F -f G)(l) , (F + G)( 2) y (L + G?)(0) ? 

6. Sea F como el Ejercicio 4. iA que son iguales (2E)(0), (7rP)(l)? 

7. Sean A = (1,1, -1,3) y F: R 4 5 6 7 ^ R la aplicacion tal que, para cualquier vector 
X = (xi , X 2 ? ^ 3 ? ^ 4 ) , tenemos que F(X) = X -A + 2. ^,Cual es el valor de F( A) 
cuando (a) X = (1, 1, 0, — 1) y (b) X = (2, 3, — 1, 1) ? 

En los ejercicios 8 a 12, consulte el Ejemplo 6. En cada caso, para probar que la 

imagen es igual a cierto conjunto S } el lector debe probar que la imagen esta contenida, 

en S y tambien que todo elemento de S esta en la imagen. 
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8. Sea F: R 2 — ► R 2 la aplicacion definida por F(x , y) = (2x, 3 y) . Describa la imagen 
de los puntos que pertenecen al circulo x 2 -f y 2 = 1 . 

9. Sea F: R 2 — ► R 2 la aplicacion definida por F(x>y) — (xy,y). Describa la imagen 
bajo F de la recta x = 2. 

10. Sea F la aplicacion definida por F(x,y) = (e x cos y, e x sen y) . Describa la imagen 
bajo F de la recta x = 1 . Describa en forma mas general la imagen bajo F de una 
recta x = c, donde c es una constante. 

11. Sea F la aplicacion definida por F(t y u) = (cos t y sen t, u) . Describa geometrica- 
mente la imagen del piano (i, n) bajo F. 


12. Sea F la aplicacion definida por F(x, y) = (x/3,y/4). ^Cual es la imagen bajo F 
de la elipse 



= 1 ? 


TV, §2. Aplicaciones lineales 

Sean V y W dos espacios vectoriales. Una aplicacion lineal 

L:V^W 

es una aplicacion que satisface las siguientes dos propiedades. Primero, para 
cualesquiera elementos u y v de V, y cualquier escalar c, tenemos 
AL 1. L(u v) — L(u) + L(v). 

AL 2. L(cu ) = cL(u). 

Ejemplo 1. La aplicacion lineal mas importante de este curso queda des- 
crita de la manera siguiente. Sea A una matriz dada de m x n . Defina 

L a : R n — >R m 

mediante la formula 

L a (X) = AX. 

Entonces L A es lineal. Ciertamente, esto no es otra cosa sino una manera 
resumida de expresar las propiedades 

A(X + y) = AX + AY y A(cX) = cAX 
para cualesquiera X y Y verticales en R n y cualquier numero c . 

Ejemplo 2. El producto interior es, esencialmente, un caso especial del 
primer ejemplo. Sea A =: (ai, . . . ,a n ) un vector fijo, y defina 

L a (X) = A-X.. 

Entonces L A es una aplicacion lineal de R” en R, debido a que 

A-(X + y) = A- X + A.y y A • (cX) = c(A • X). 

Observe que el producto interior tambien se puede considerar como una multi- 
plicacion de matrices si se considera A como un vector renglon y X como un 
vector column a. 
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Ejemplo 3. Sea V cualquier espacio vectorial. La aplicacion que asocia a 
cualquier elemento u de V este mismo elemento es, obviamente, una aplicacion 
lineal que se llama aplicacion identidad. Denotemosla con I. Asi, /(«) = «. 

Ejemplo 4. Sean V y W cualesquiera espacios vectoriales. La aplicacion 
que asocia el elemento O de W a todo elemento u de V se conoce como apli- 
cacion nula y, obviamente, es lineal. 

Ejemplo 5 . Sea V el conjunto de funciones que tienen derivadas de todos 
los ordenes. Entonces la derivada D: V — ► V es una aplicacion lineal. Esto no 
es sino una manera breve de resumir las propiedades estandar de la derivada, a 
saber, 

D{f + g) = Df + Dg f 
D(cf) = cD(f). 


Ejemplo 6. Sean V = R 3 y V 9 = R 2 el espacio vectorial de los vectores 
en el espacio de 3 dimensiones y de 2 dimensiones, respectivamente. Podemos 
definir una aplicacion 

F: R 3 — R 2 

mediante la proyeccion, a saber, F{x ) y } z) — (x,y). Dejamos que el lector 
compruebe que se satisfacen las condiciones AL 1 y AL 2. 

En forma mas general, suponga que n = r + s se expresa como una suma 
de dos enteros positivos. Podemos separar las coordenadas (a?i, . . . , x n ) en dos 
partes (xi, . . . ,x r ,x r+ i, . . . ,x r+ ,), a saber, las primeras r coordenadas y las 
ultimas s coordenadas. Sea 

F: R” — R r 

la aplicacion tal que F(x i,...,£„) = (xi , . . . , x r ) . Entonces el lector puede 
verificar facilmente que F es lineal. Se conoce a F como la proyeccion sobre 
las primeras r coordenadas. En forma analoga, tendriamos una proyeccion 
sobre las ultimas s coordenadas por medio de la aplicacion lineal L tal que 

L(x 1 , . . . , Xn) = («r+l, • • • 1 ®n)* 


Ejemplo 7. En el calculo de varias variables se define el gradiente de una 
funcion / de la siguiente manera: 

grad/m |0. 

Entonces, para dos funciones / y g , tenemos 

grad(/ + g) = grad / + grad g 


y para cualquier numero c, 

grad(c/) = c • grad /. 
Por tanto, grad es una aplicacion lineal. 
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Sea L:V — W una aplicacion lineal. Sean u } v y w elementos de V. 
Entonces 

L(u + v + w) = L(u) 4 L(v) 4 L{w). 

Esto se puede ver por pasos, usando la definicion de aplicaciones lineales. Asi, 

L(u 4 v 4- w) = L(u 4- v) 4 L(w) = L(u) 4 L(v) + L(w). 

De la misma manera, dada una suma de mas de tres elementos, se satisface una 
propiedad analoga. Por ejemplo, sean ui, . . . ,u n elementos de V . Entonces 

L{u\ 4 • • • 4- «n) = L(u\) 4 h L(u n ). 

La suma de la derecha se puede efectuar en cualquier orden. Se puede dar 
facilmente una prueba formal mediante induccion, la cual omitimos. 

Si a\ , . . . , a n son numeros, entonces 

L(a\Ui 4 • • • 4 a n u n ) = a\L(u\) 4 • • • 4 a n L(u n ). 

Mostremos este hecho para tres elementos: 

L(aiu 4 d 2 V 4 — L{d\u) 4 L(d 2 v) 4 L(a^w) 

= di L(u) 4 a2L(v) 4 d 3 L(w). 

Empleando la notacion de suma escribirfamos 

l ( x] a<u ' ) = y Z aiL ( u ' )• 

\! = 1 / » = 1 

En la practica, las siguientes propiedades se satisfaran de manera obvia, aun- 
que resulta que se pueden probar a partir de los axiomas de aplicaciones lineales 
y espacios vectoriales. 

AL 3. Sea L\ V — * W una aplicacion lineal. Entonces L(0 ) = O . 

Demostracion. Tenemos que 

L(0) = L(0 4 0) = L(0 ) 4 L(0). 

A1 restar L(0) en ambos miembros de la igualdad se obtiene O = L(0) , tal 
como se deseaba. 


AL 4. Sea L : V W una aplicacion lineal. Entonces L(— v) = —L{v). 

Demostracion. Tenemos que 

O = L(0) = L(v -v) = L(v) 4 L(-v). 

A1 suinar — L(v) a ambos lados de la igualdad obtenemos el aserto deseado. 
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Podemos observar que los valores de una aplicacion lineal quedan determina 
dos si conocemos los valores de los elementos de una base. 

Ejemplo 8. Sea L: R 2 — ► R 2 una aplicacion lineal. Suponga que 

L(l,l) = (l,4) y L( 2,-1) = (-2,3). 

Encuentre L( 3,-1). 

Para hacer esto, escribamos (3,-1) como combinacion lineal de (1,1) y 
(2,-1), de ahi que hemos tenido que resolver 

(3,-1) = *(1,1) + 2/(2, -1). 

Esto equivale a resolver el sistema 

x 4* 2t/ — 3, 
x - y = -1. 

La solucion es x = ^ , y = f . En consecuencia, 

L{ 3, -1) = xL(l,l) + yL(2,-l) = -(1,4) + jj( -2 > 3 ) = (" 3 " ’ t) ' 


Ejemplo 9. Sea V un espacio vectorial y sea L: V — *• R una aplicacion 
lineal. Afirmamos que el conjunto S de todos los elementos v de V , tales que 
L(v) < 0, es convexo. 

Demostrsicion. Sean L(y) < 0 y L{w) < 0. Sea 0 < t < 1. Entonces 

L(iv + (1 - t)w) = tL(v) + (1 — t)L(w). 

Entonces tL(v ) < 0 y (l,-t)L(w) < 0, de manera que tL(v) + (l,-t)L(w) < 0, 
por lo que tv + ( 1 - t)w esta en S . Si i = 0 o t = 1 , entonces tv + (1 - t)w es 
igual a v o a w y este tambien esta en S . Esto prueba nuestro aserto. 

Consulte el Ejercicio 14 para ver una generalizacion de este ejemplo. 

Las coordenadas de una aplicacion lineal 

Primero, sea 

F: V -> R n 

una aplicacion cualquiera, de manera que cada valor F(v) es un elemento de R 
y por tanto, tiene coordenadas. Asf, podemos escribir 

F(v) = (F 1 (v),...,F n (v)) > o F=(F 1 ,...,F n ). 

Cada Fi es una funcion de V en R, que escribimos 

Fi-.V-* R. 

Ejemplo 10. Sea F: R. 2 — * R 3 la aplicacion 

F(x, y) = (2x -y,3x + 4 y, x.- 5 y). 
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Entonces 

Fi{x,y) = 2x - y, F 2 {x, y) = 3x + 4j/, F 3 (x, y) = x - 5y. 

Observe que cada funcion coordenada se puede expresar en terminos de un pro- 
ducto interior. Por ejemplo, sea 

Ai = ( 2 ,- 1 ), A 2 = ( 3,4), ^3 = (1,-5). 

Entonces 

Fi(x y y) = Ai • (x,t/) para i = 1,2,3. 

Cada funcion 

X ^ * X 

es lineal. En forma bastante mas general: 

Proposicion 2.1. Sea F: V — ► R n una aplicacion de un espacio vectorial V 
en R n . Entonces F es lineal si, y solo si , cada funcion coordenada F{:V — ► R 
es lineal , para i — 1 , . . . , n . 

Demostracion. Para v y w G V , tenemos 

F(v + w) = (Fx(v -f w ), . . . , + w)) , 

F(v) = (F 1 (v),...,F n (v)), 

F(w) = (F 1 (w),...,F n (w)), 

por tanto, F(v + w) = F(v) + F(w) si, y solo si, F,-(v + ^) = F{(v) + F{(w) para 
todo i — 1, . . . , n por la definicion de adicion de n-tuplas. El mismo argumento 
demuestra que, si c 6 R, entonces F(cv) = cF(v) si, solo si, 

Fi(cv) = cFi(v ) para todo i — 1, . . . , n. 

Esto prueba la proposicion. 

Ejemplo 10 (continua). La aplicacion del Ejemplo 10 es lineal debido a que 
todas las funciones coordenadas son lineales. En efecto, si el lector escribe el 
vector (x,y) en forma vertical, se dara cuenta de que la aplicacion F es, de 
hecho, igual a La para alguna matriz A. ^Cual es esta matriz A ? 

El espacio vectorial de las aplicaciones lineales 

Sean V y W dos espacios vectoriales. Consideremos el conjunto de todas las 
aplicaciones lineales de V en W y denotemos este conjunto con C(y,W), o 
simplemente C si la referenda a V y W es clara. Definiremos la adicion de 
aplicaciones lineales y su multiplicacion por numeros de tal manera que £ se 
convierta en un espacio vectorial. 

Sean L:V -+ W y * W dos aplicaciones lineales. Definimos su suma 

I, A F como la aplicacion cuyo valor en un elemento u de V es L{u) 4 F{u). 
Por tanto, podemos escribir 

(L4F)(ti) = L(u) + F(u). 
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Entonces la aplicacion t + F es lineal. Ciertamente, es facil verificar que se 
cumplen las dos condiciones que definen una aplicacion lineal. Para cualesquiera 
elementos u y v de V , tenemos 

(t + F)(u + v) = L(u + v) + F(u + t>) 

= L(u) + L(v ) -t- F(u) + F(v ) 

= L(u) + F(u) + L(v) + F(v) 

= (L + F)(u) + (L + F)(v). 

Ademas, si c es un numero, entonces 

(t + F)(cu) = L(cu) + F(cu) 

= cL(u) + cF(u) 

= c[L(u) + F(u)] 

= c[(L + F)(u)]. 

En consecuencia, L + F es una aplicacion lineal. 

Si a cs un numero y L\ V — ► W cs una aplicacion lineal, entonces definimos 
una aplicacion at de V en W dando su valor en un elemento u de V , a saber, 
(at)(u) = aL(u). Entonces se verifica con facilidad que at es una aplicacion 
lineal; dejamos esto como ejercicio. 

Acabamos de definir operaciones de adicion y multiplicacion por numeros en 
nuestro conjunto C. Ademas, si t: V -* W es una aplicacion lineal, i.e., un 
elemento de C , entonces podemos definir -t como (-l)t , es decir, el producto 
del numero -1 por t. Por ultimo, tenemos la aplicacion nula, que a cada 
elemento de V le asocia el elemento O de V . Entonces C es un espacio vectorial. 
En otras palabras, el conjunto de aplicaciones lineales de V en W es el mismo 
un espacio vectorial. La verificacion de que se satisfacen las reglas EV 1 a EV 
8 para un espacio vectorial es sencilla y se deja para el lector. 

Ejemplo 11. Sea V ~ W el espacio vectorial de funciones que tienen 
derivadas de todos los ordenes. Sea D la derivada y sea I la identidad. Si / 
esta en V , entonces 

(D + I)f = Df + f. 

Asi, cuando f(x) = e r , entonces ( D + I)f es la funcion cuyo valor en x es 
e x + e* = 2 e* . 

Si f(x) = sen x , entonces ( D + 3/)/ es la funcion tal que 

((£> + 3 /)/)(*) = (Df)( x) + 3 //(*) = cosx + 3 sen x. 

Se observa que 3 • I es una aplicacion lineal, cuyo valor en f es if . Asi, 
(D + 3 • /)/ = Df +3/. En cualquier numero x, el valor de (D + 3 • /)/ es 
Df(x) + 3 f(x). Tambien podemos escribir (t> + 3/)/ = Df + 3/ . 
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Ejercicios TV, §2 

1. Determine cuales de las siguientes aplicaciones F son lineales. 

(a) F : R 3 — ► R 2 determinada por F(z , y , z) = (x, z). 

(b) F: R 4 — ► R 4 determinada por F(X) = —X. 

(c) F: R 3 — ► R 3 determinada por F(X) = X + (0, -1, 0). 

(d) F: R 2 — ► R 2 determinada por F(z, y) = ( 2x + y, y). 

(e) F: R 2 — ► R 2 determinada por E(x, y) = (2®, y - x). 

(f) F: R 2 — ► R 2 determinada por F(x, y) = ( y , x). 

(g) E: R 2 — ► R determinada por F(x,y) = xy. 

2. ^Cuales de las aplicaciones que aparecen en los Ejercicios 4, 7, 8, 9 de la seccion §1, 
son lineales? 

3. Sean V y W dos espacios vectoriales y sea F: V -+ W una aplicacion lineal. Sea 
U el subconjunto de V que consta de todos los elementos v tales que F(v) = O . 
Pruebe que U es un subespacio de V. 

4. Sea L: V — + W una aplicacion lineal. Pruebe que la imagen de L es un subespacio 
de W . [Esto se efectuara en la siguiente seccion, pero intentelo ahora el lector, para 
que adquiera practica.] 

5. Sean A y B dos matrices de m x n . Suponga que 

AX = BX 

para todas las n-tuplas A . Muestre que A = B . Esto tambien se puede enunciar 
en la siguiente forma: si La = Lb , entonces A = B . 

6. Sea T u : V — ► V la traslacion determinada por un vector u. ^Para que vectores u 
es una aplicacion lineal T u ? 

7. Sea L:V — ► W una aplicacion lineal. 

(a) Si S es una recta en V, muestre que la imagen L(S ) es, o bien una recta en 
W, o bien un punto. 

(b) Si 5 es un segmento de recta en V entre los puntos P y Q , demuestre que la 
imagen L(S) es, o bien un punto, o bien un segmento de recta en W . ^Entre 
cuales puntos de W? 

(c) Sean v\ y v 2 elementos de V linealmente independientes. Suponga que L(v i) 
y L( t? 2 ) son linealmente independientes en W . Sea P un elemento de V y sea 
S el paralelogramo 

P + -\-t 2 V 2 donde 0 < ti < 1 para i = 1,2. 

Muestre que la imagen L(s) es un paralelogramo en W . 

(d) Sean v y w elementos linealmente independientes de un espacio vectorial V. Sea 
F\V —+ \V una aplicacion lineal. Suponga que F(v) y F(w) sojn linealmente 
depen dientes. Demuestre que la imagen bajo F del paralelogramo generado por 
v y w es un punto, o bien un segmento de recta. 
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8 Sean E\ = (1,0) y E? = (0,1) como de costumbre. Sea F una aplicacion lineal de 
R 2 en si mismo, tal que 

F(Ei) = (1, 1) y F(E 2 ) = (-1,2). 

Sea S el cuadrado con vertices en (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1)- Muestre que la 
imagen de este cuadrado bajo F es un paralelogramo. 

9. Sean A y B dos vectores no nulos en el piano tales que no hay ninguna constante 
c ^ 0 tal que B = cA. Sea £ una aplicacion lineal del piano en sf mismo tal que 
L(Ei) — A y £(£ 2 ) = B . Describa la imagen bajo £ del rectangulo cuyos vertices 
se encuentran en (0,1), (3,0), (0,0) y (3,1). 

10. Sea £: R 2 — ► R 2 una aplicacion lineal, que tiene el siguiente efecto sobre los vectores 
indicados: 

(a) 1(3,1) = (1,2) y £(-M) = (1,1) 

(b) £(4,1) =(1,1) y £( 1 , 1 ) =(3,-2) 

(c) £(1,1) = (2,1) y £(-1,1) = (6,3). 

En cada uno de los casos calcule £(1, 0). 

11. Sea £ como en (a), (b) y (c) del ejercicio 10. Encuentre £(0,1). 

12. Sean V y W dos espacios vectoriales y F:V — ♦ W una aplicacion lineal. Sean 
wi, . . . , w n elementos de W , los que son linealmente independientes, y sean v\ , . . . , 

’ elementos de V tales que F(vi) = para i = l,...,n. Demuestre que 
Vl son linealmente independientes. 

13. (a) Sea V un espacio vectorial y F:V — ► R una aplicacion lineal. Sea \V el 

subconjunto de V que consta de todos los elementos v tales que E(v) = 0. 
Suponga que W / V y sea u 0 un elemento de V que no esta en W . Demuestre 
que todo elemento de V se puede escribir como una suma w + cv 0 , con algun 
w en W y algun niimero c. 

(b) Muestre que W es un subespacio de V. Sea {v lt ...,v n } una base de W. 
Muestre que (uo, vi, . . . , u n } es una base de V. 

Conjuntos convexos 


14. Demuestre que la imagen de un conjunto convexo bajo una aplicacion lineal es 
convexa. 

15 Sea L:V -*W una aplicacion lineal. Sea T un conjunto convexo en W y sea S el 
conjunto de elementos v € V tales que L(v) € T . Demuestre que S es convexo. 


Observacion. ^Por que estos ejercicios dan una prueba mas general que la que 
el lector deberi'a haber desarrollado con anterioridad? Por ejemplo: sea A € R" y 

sea c un niimero. Entonces el conjunto de todos los X G R" tales que X ■ A > c 

es convexo. Ademas, si S es un conjunto convexo y c es un numero, entonces cS es 
convexo. iComo se interpretan estos enunciados como casos especiales de los Ejercicios 
14 y 15? 

16. Sea S un conjunto convexo en V y sea u E V. Sea T U :V — ► V la traslacidn 

determinada por u. Muestre que la imagen de T U (S) es convexa. 
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Vectores proplos y valores propios. Sea V un espacio vectorial y sea L: V — + V 
una aplicacion lineal. Un vector propio v para L es un elemento de V tal que existe 
un escalar c con la propiedad siguiente: 


L(v) = cv 

El escalar c se conoce como valor propio de v con respecto a L . Si v / 0 , entonces 
c esta determinado en forma unica. Cuando V es un espacio vectorial cuyos elementos 
son funciones, entonces a un vector propio tambien se le conoce como funcion propia. 

17. (a) Sea V el espacio de las funciones diferenciables en R. Sea f(t) = e ct , donde 
c es algun numero. Sea L la derivada d/dt. Demuestre que / es una funcion 
propia para L . ^Cual es el valor propio? 

(b) Sea L segunda derivada, esto es, 

X(/) = ^ 

para cualquier funcion /. Demuestre que las funciones sent y cost son funciones 
propias de L . ^Cuales son los valores propios? 


18. Sea L: V — ► V una aplicacion lineal, y sea W el subconjunto de elementos de V 
formado por todos los vectores propios de L con un valor propio c dado. Muestre 
que W es un subespacio. 

19. Sea L: V — ► V una aplicacion lineal. Sean . . . , v n vectores propios para L , con 
valores propios ci,...,c n , respectivamente. Suponga que ci,...,c n son distintos 
entre si. Pruebe que t>i,...,v n son linealmente independientes. [Sugerencia: Use 

induccion.] 


§3. El nucleo y la imagen de una aplicacion lineal 

Sea F:V — W una aplicacion lineal. La imagen de F es el conjunto de 
elementos w de W para los cuales existe un elemento v de V tal que F(v) = w . 

La imagen de F es un subespacio de W . 

Demostracion. Observe primero que F(0) — O y, en consecuencia, que O 
esta en la imagen. Luego suponga que wi y W 2 estan en la imagen. Entonces 
existen elementos y V 2 de V tales que i^(ui) = w x y F(i> 2 ) = w 2 - Por tanto, 

l + v 2 ) = F(v i) + F(v 2 ) = wi + 

con lo que se prueba que w\ +w 2 esta en la imagen. Si c es un numero, entonces 

^(cvi) = cF(y\) — cw\. 

Por tanto, cw\ esta en la imagen. Esto prueba que la imagen es un subespacio 
de W . 

Sean V y W espacios vector iales y sea F: V — ► W una aplicacion lineal. El 
conjunto de elementos v E V tales que F(v) = 0 se conoce como nucleo de F . 

El nucleo dc F es un subespacio de V . 
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Demostracion. Como F(O) = O, vemos que O esta en el nucleo. Supon- 
gamos que y w estan en el nucleo. Entonces F(v + w) = F(v) + F{w) - 
O + O = O, de manera que v + w esta en el nucleo. Si c es un niimero, entonces 
F( cv ^ — cF(v) = O, por lo que cv tambien esta en el nucleo. En consecuencia, 
el nucleo es un subespacio. 

Ejemplo 1. Sea L: R 3 -»■ R la aplicacion tal que 
L(x, y, z) = 3x - 2y + z. 

Asi, si A- (3, -2, 1) , podemos escribir 

L(X) = X ■ A = A ■ X. 

Entonces el nucleo de L es el conjunto de soluciones de la ecuacion 

3x- 2y + z = 0. 

Por supuesto, esto se generaliza al espacio de dimension n. Si A es un vector 
arbitrario de R. n , podemos definir la aplicacion lineal 

! R n — ^ R 

tal que L A (X) — A ■ X . Su nucleo se puede interpretar como el conjunto de 
todos los A" que son perpendiculares a A. 

Ejemplo 2. Sea P: R 3 — R 2 la proyeccion, tal que 

P(z, »,*)=(*>»)• 

Entonces P es una aplicacion lineal cuyo nucleo consta de todos los vectores de 
R 3 cuyas primeras dos coordenadas son iguales a 0, i.e., todos los vectores 

(0,0, z), 

donde z es una componente arbitraria. 

Ejemplo 3. Sea A una matriz de m x n y sea 

L A .R n -R m 

la aplicacion lineal tal que L A {X) = AX . Entonces el nucleo de L A es, preci- 
samente, el subespacio de soluciones X de las ecuaciones lineales 

AX = O. 


Ejemplo 4. Ecuaciones diferenciales. Sea D la derivada. Si la variable 
real se denota con x , entonces tambien podemos escribir D = d/dx . La deri- 
vada se puede iterar, de manera que la segunda derivada se denota con D‘ (o 
(d/dx) <1 ). Cuando se aplica a una funcion, escribimos D 2 f , de manera que 

(DV)M = %■ 
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Se procede en forma analoga para D 3 , D A , . . . , D n para la derivada de orden n . 

Ahora sea V el espacio vectorial de funciones que admiten derivadas de todos 
los ordenes. Sean numeros, y sea g un elemento de V y esto es, una 

funcion infinitamente diferenciable. Considere el problema de hallar una solucion 
/ de la ecuacion diferencial 

d m f d m ~ l f 

am 7^ +am - 1 d^ + '" +aif ~ 9 - 

Podemos reescribir esta ecuacion sin la variable z, en la forma 
a mD m f + dm-\D m 1 f + • ♦ • + a\f — g. 

Cada derivada D k es una aplicacion lineal de V en si mismo. Sea 
L — a m D m + flm-i D m 1 ~h ■ • • + ail. 

Entonces L es una suma de aplicaciones lineales y es ella misma una aplicacion 
lineal. Asi, la ecuacion diferencial se puede escribir en la forma siguiente: 

L(f) = 9- 

Esta se enc.uentra ahora en una notacion similar a la que se uso para resolver 
ecuaciones lineales. Ademas, esta ecuacion esta en forma “no homogenea”. La 
ecuacion homogenea asociada es la ecuacion 

L{f) = 0, 

donde el miembro de la derecha de la igualdad es la funcion nula. Sea W el 
nucleo de L. Entonces W es el conjunto (espacio) de soluciones de la ecuacion 
homogenea 

a m D m f -f f aif — 0. 

Si existe una solucion /o para la ecuacion no homogenea L(f ) = g , entonces 
todas las soluciones se obtienen mediante la traslacion 

fo + W = conjunto de todas las funciones /o -f /, donde / esta en W. 

Vea el Ejercicio 5. 

En varios ejercicios anteriores buscamos la imagen de las rectas, de los pianos 
y de los paralelogramos bajo una aplicacion lineal. Por ejemplo, si consideramos 
el piano generado por dos vectores linealmente independientes v\ y v<i de V , y 

L:V-^W 

es una aplicacion lineal, entonces la imagen de ese piano sera un piano, siempre 
que L(v 1 ) y L(v o) tambien sean linealmente independientes. Podemos dar un 
criterio para esto en terminos del nucleo y el criterio es valido en forma bastante 
general de la manera siguiente. 

Teorema 3.1. Sea F: V — ► W una aplicacion lineal cuyo nucleo es {0} . Si 
) n son elementos linealmente independientes de V, entonces 
F(vi ) t . . . , F(v n ) son elementos de W linealmente independientes. 
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Demostracion. Sean xi, ■ ■ ■ ,x n numeros tales que 

“I" * * ’ “1" X n F(Vn) 

Debido a la linealidad, tenemos que 

F(xi^l + 1" *nVn) = O- 

Enconsecuencia, Xl v 1 + - + x n v n = 0. Puesto que v u ...,v n linealmente 
independientes, se infiere que x { = 0 para » _ l,...,n. Es o pru 
teorema. 

A menudo abreviamos nucleo e imagen escribiendo Ker e Im respective 
mente. El siguiente teorema relaciona las dimensiones del nucleo y de la imagen 
de una aplicacion lineal, con la dimension del espacio en el cual esta defimda la 

aplicacion. 

Teorema 3.2. Sea V un espacio vectorial. Sea L:V ->W una aplicacion 
lineal de V en otro espacio W. Sea n la dimension de V, q la dimension 
del nucleo de L y a la dimension de la imagen de L. Entonces n-q + s. 
En otrsts palabras, 

dim V - dimKer L + dimlm L. 

Demostracion. Si la imagen de L consta solo del O entonces nuestro aserto 
es trivial. Por consiguiente, podemos suponer que s > 0 Sea {m . m®.>J 
base de la imagen de L. Sean t* elementos de P tales que L(v t ) - w, 
para i = 1, Si el nucleo no es {0} , sea {«!,••• , «,} una base del nucleo^ 
Si el nucleo es {0} , debera quedar entendido que en lo que sigue sera omitida 
toda referencia a {ui, . Afirmamos que 

{vi,...,v a ,ui,. 

es una base de V . Esto sera suficiente para probar nuestro aserto. Sea v 
cualquier elemento de V. Entonces existen numeros x u . . . ,x, tales que 

L(v) = xiwi + - + x,w„ 

debido a que {w u es una base de la imagen de L. Por linealidad, 

L(v) — L{x\V 1 + • • * + 

y, de nuevo por linealidad, al restar el miembro derecho del miembro izquierdo 
se infiere que 

L(y — xiVi — • • • — x s v») — U. 

_ . t it esta en el micleo de L y existen numeros 

En consecuencia, v-xiVi x,v, esia en ei huuw j 

J/l , • • • i Vq t a I es 

v - X\V\ — X,V, = 2/lUi + 1- VqUq. 

Por tanto, 

V = Xltll H 1- X,V S + J/lUl d 1- VqUq 

es una combinacion lineal de «i, lo cual prueba que estos 8+q 

elementos de V generan V . 
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Ahora mostramos que son linealmente independientes y, en consecuencia, que 
constituyen una base. Suponga que existe una relacion lineal: 

x x vi H h x s v s 4- yiu x H b y q u q = O. 

A1 aplicar L a esta relacion y al usar el hecho de que L(uj) — O para j — 
1, . . . , q, obtenemos 

x x L{vi) H h x s L(v s ) = O. 

Pero L(v x ), . . . , L(v s ) no son otra cosa mas que w x , . . . , w s , los cuales se supone 
que son linealmente independientes. De modo que = 0 para i — 1 y 

por ello, 

y x ui H b y q u q = 0. 

Pero wi,... , u q constituye una base del nucleo de L y, en particular, son li- 
nealmente independientes, por lo que todos los yj = 0 para j — 1, . . . , q. Esto 
concluye la demostracion de nuestro aserto. 

Ejemplo 1 (continua). La aplicacion lineal L:R 3 — ► R del Ejemplo 1 esta 
dada mediante la formula 

£(x,y,z) = 3x- 2 y + z. 

Su nucleo consta de todas las soluciones de la ecuacion 

3z — y + z = 0. 

Su imagen es un subespacio de R, no es {0} y, por tanto, es todo R. Asf pues, 
su imagen tiene dimension 1 y, en consecuencia, su nucleo tiene dimension 2. 

Ejemplo 2 (continua). La imagen de la proyeccion 

P: R 3 — >R 2 

del Ejemplo 2 es igual a todo R 2 y el nucleo tiene dimension igual a 1. 

Ejercicios IV, §3 

Sea L: V -+ W una aplicacion lineal. 

1. (a) Si S es un subespacio de V de una dimension, demuestre que la imagen L(S) 

es, o bien un punto, o bien una recta. 

(b) Si S es un subespacio de V de dos dimensiones, demuestre que la imagen L(S) 
puede ser un piano, una recta o un punto. 

2. (a) Si S es una recta arbitraria de V (consultese el Capftulo III, seccion §2), muestre 

que la imagen de S es, o bien un punto, o bien una recta. 

(b) Si S es un piano arbitrario de V, demuestre que la imagen de S puede ser un 
piano, una recta o un punto. 

d. (a) Sea F : V W una aplicacion lineal cuyo nucleo es {O} . Suponga que V y W 

tienen la misma dimension n. Demuestre que la imagen de F es todo W . 

(b) Sea F: V — ► W una aplicacion lineal y suponga que la imagen de F es todo W . 
Suponga que V y W tienen la misma dimension n . Muestre que el nucleo de 
F es {O} . 
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4. Sea L:V W una aplicacion lineal. Suponga que dim V > dimVF. Muestre que 
el nucleo de jL no es O. 

5. Sea L:V W una aplicacion lineal. Sea w un elemento de W . Sea v 0 un 
elemento de V tal que L(v 0 ) = w . Muestre que cualquier solucion de la ecuacion 
L(X) = w es del tipo u 0 + u , donde u es un elemento del nucleo de L . 

6. Sea V el espacio vectorial de las funciones que tienen derivadas de todos los ordenes, 
y sea D: V — ► V la derivada. ^Cual es el nucleo de D? 

7. Sea D 2 la segunda derivada (i.e., la iteracion de D tomada dos veces). iCual es el 
nucleo de D 2 ? En general, £cual es el nucleo de D n (la n-esima derivada)? 

8. (a) Sean V y D como en el Ejercicio 6. Sea L = D — I , donde I es la aplicacion 

identidad de V . ^Cual es el nucleo de I? 

(b) La misma pregunta para L = D — al , donde a es un numero. 

9. (a) ^Cual es la dimension del subespacio de R n que consta de aquellos vectores 

A = (ai, .. . , a„) tales que a\ H h a n = 0? 

(b) ^Cual es la dimension del subespacio del espacio de las matrices (flij) de n x n 
tales que 

n 

&11 H h fl nn = ^ ] a ii = 0? 

1 = 1 

10. Se dice que una matriz A de n x n es antisimetrica si t A = -A. Demuestre que 
cualquier matriz A de n x n se puede escribir como una suma 

A = B + C, 

donde B es simetrica y C es antisimetrica. [Sugerencia: Sea B = (A + ^4)/2.] 
Demuestre que, si A = B\ + C \ , donde B\ es simetrica y C\ es antisimetrica, 
entonces B — B\ y C = C \ . 


11. Sea M el espacio de tod as las matrices de n x n. Sea 


P:M -> Af 


la aplicacion tal que 


P(A) = 


2 


(a) Demuestre que P es lineal. 

(b) Demuestre que el nucleo de P consta del espacio de las matrices antisimetricas. 

(c) Demuestre que la imagen de P consta de todas las matrices simetricas. [Cni- 
dado. Se tiene que probar dos cosas: para cualquier matriz A, P(A) es 
simetrica. Reciprocamente, dada una matriz simetrica B , existe una matriz 
A tal que B = P{A). ^Cual es la posibilidad mas simple para tal A?] 

(d) El lector debio haber determinado con anterioridad la dimension del espacio 
de las matrices simetricas y seguramente encontro que era igual a n(n -f 0/2. 
^Cual es entonces la dimension del espacio de las matrices antisimetricas? 

(e) TExbiba una base para el espacio de las matrices antisimetricas. 
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12. Sea M el espacio de tod as las matrices de n x n. Sea 


Q:M — M 


la aplicacion tal que 



(a) Demuestre que Q es lineal. 

(b) Describa el nucleo de Q y determine su dimension. 

(c) ^Cual es la imagen de Q? 


13. Se dice que una funcion (evaluada en los reales, de una variable real) es par si 
f(—x) = f{x). Se dice que es impar si /(— x) = — f(x). 

(a) Verifique que sen x es una funcion impar y que cos x es una funcion par. 

(b) Sea V el espacio vectorial de tod as las funciones. Defina la aplicacion 

P:V -+V 

como ( Pf)(x ) = (/(x) + /(— x))/2 . Demuestre que P es una aplicacion lineal. 

(c) ^Cual es el nucleo de P? 

(d) ^Cual es la imagen de P? Pruebe sus asertos. 


14. De nuevo, sea V el espacio vectorial de todas las funciones. Defina la aplicacion 


Q :V ->V 

como (Qf)(x) = (/(*) - /(—as))/ 2. 

(a) Demuestre que Q es una aplicacion lineal. 

(b) ^Cual es el nucleo de Q? 

(c) ^Cual es la imagen de Q? Pruebe su aserto. 

Observacion. Los Ejercicios 11, 12, 13 y 14 tienen ciertos elementos formales 
en comun. Estas caracterfsticas comunes se discutiran mas adelante. Consulte los 
Ejercicios 4 a 7 del Capitulo V, seccion §1. 

15. El espacio producto. Sean U y W espacios vectoriales. El producto directo, 
U X W que simplemente llamaremos producto, es el conjunto de todas las parejas 
(it, w) con u E U y w E W. No debera confundirse con el producto de numeros, 
con el producto escalar ni con el producto vectorial, que algunas veces se usa en 
ffsica para denotar un tipo diferente de operacion. Es un hecho historico desafortu- 
nado que la palabra producto se use en dos diferentes contextos, y el lector debera 
acostumbrarse a ello. Por ejemplo, podemos considerar R 4 como un producto, 

R 4 = R 3 x R 1 = R 3 x R 

tomando una tetrada (xi, X 2 , X 3 ,X 4 ) como el resultado de colocar juntas a la terna 
(xi, X 2 , X 3 ) y al numero sencillo X 4 . En forma analoga, 

R 4 = R 2 x R 2 , 

considerando (xi, X 2 t x& t Z 4 ) como el resultado de colocar juntos a (xi,X 2 ) y (xa, 

Xi). 

Si (uijWi) y (^ 2 ,^ 2 ) son elementos de U x W, de manera que 
ui , U 2 E U y w \ , W 2 E W, 
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definimos su suma componente a componente, esto es, definimos 

(tll,t»l) + (U2, w 2 ) = («i + «2, wi + Wi). 

Si c es un numero, definimos c(u,w) = (c«,cw) . 

(a) Demuestre que U X TV es un espacio vectorial con estas defimciones. £Cual es 
el elemento cero? 

fl>) Demuestre que dim (V x TV) = dim U + dim TV. En efecto, sea {M (i - 

1 n) una base de V y {«*} (i = !,•••> ™) una base de TV. Demuestre 

que los elementos {(«<, 0)} y {(0, w,-)} forman una base de 17 x TV 

(c) Sea U un subespacio de un espacio vectorial V . Demuestre que el subconjunto 
de V x V que consta de todos los elementos («, u) con u € U, es un subespacio 
de V xV . 

(d) Sea {«j} una base de U. Demuestre que el conjunto de elementos («>,«.) es 
una base del subespacio que aparece en (c). En consecuencia, la dimension de 
este subespacio es la misma que la dimension de U . 

16. (Debe hacerse despues de realizar el Ejercicio 15.) Sean U y TV subespacios de un 
espacio vectorial V . Demuestre mediante el metodo indicado que 

dim U + dim TV = dim(t^ -T TV) + dim(17 O TV). 


(a) Demuestre que la aplicacion 

L:U x W V 

dada por 

L(u, w) = u — w 

es una aplicacion lineal. 

(b) Demuestre que la imagen de X es (/ + W. 

(c) Demuestre que el nucleo de L es el subespacio de U X W qne consta de todos 
los elementos (it, u) donde u esta en U n W . lC ual es una base para este 
subespacio? ^Cual es su dimension? 

(d) Aplique la formula de la dimension que aparece en el texto para concluir a 
demostracion. 


FVJ §4. El rango y las ecuaciones lineales de nuevo 

Sea A una matriz demxn, 



Sea La- — 5 ► R m la aplicacion lineal que se definio antes, a saber, 

La(X) = AX. 

Como ya hemos mencionado, el nucleo de L A es el espacio de solucioncs del 
sistema de ecuaciones lineales escrito en forma abreviada como 

AX = O. 
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Analicemos ahora su imagen. 

Sean E l , . . . , E n los vectores unitarios canonicos de R n , escritos como vec- 
tores columna de la siguiente manera: 



Entonces la multiplicacion ordinaria de matrices muestra que 

AE j = A j 

es la j-esima columna de A. En consecuencia, para cualquier vector 

X = x\E l + • • • + %nE n , 


encontramos que 


AX = L a (X) = XiA 1 + • • • + x n A n . 


Asi, vemos que: 

Teorema 4.1. La imagen de L A es el subespacio generado por las columnas 
de A. 

En el Capftulo III dimos un nombre a la dimension de ese espacio, a saber, 
rango por columnas, y vimos que es igual al rango por renglones y que se 
conoce simplemente como rango de A . Ahora podemos interpretar este rango 
tambien de la siguiente manera: 


El rango de A es la dimension de la imagen de L A . 


Teorema 4.2. Sea r el rango de A. Entonces la dimension del espacio de 
soluciones de AX = O es igual a n — r . 

Demostracion. Por el Teorema 3.2 tenemos que 


dim Im L A + dim Ker L A = n. 


Pero dimlmL^ — r y KerL^ es el espacio de soluciones de las ecuaciones 
lineales homogeneas, de manera que nuestro aserto ahora es claro. 


Ejemplo 1 . Encuentre la dimension del espacio de soluciones del sistema 
de ecuaciones siguiente: 


2x -f y A z + 2w = 0 
x + y — 2z — w — 0. 


En este caso, la matriz A es 



136 


Aplicaciones lineales 


[IV, §4] 


Tiene rango 2 debido a que los dos vectores 



son linealmente independientes, como se puede ver con facilidad. [Use operacio- 
nes por renglon y por columna, o bien, hagalo mediante ecuaciones lineales.] En 
consecuencia, la dimension del espacio de soluciones es 4—2 = 2. 

Recordemos que el sistema de ecuaciones lineales tambien se podria escribir 
en la siguiente forma: 

X-Ai- 0 para t = 

donde A{ son los renglones de la matriz A. Esto significa que X es perpen- 
dicular a cada renglon de A. Entonces X tambien es perpendicular al espacio 
de renglones de A } i.e., al espacio generado por los renglones. Ahora resulta 
conveniente introducir alguna terminologfa. 

Sea U un subespacio de R” . Sea 

= conjunto de todos los elementos X de R n tal que X • Y = 0 
para todo Y en U . 

Decimos que U L es el complemento ortogonal de 17. Es el conjunto de 
los vectores que son perpendiculares a todos los elementos de U , o bien, como 
tambien diremos, perpendicular al propio U . Entonces se verifica con facilidad 
que U L es un subespacio (Ejercicio 8). 

Sea U el subespacio generado por los vectores renglon de la matriz A = 
(djj ) . Entonces su complemento ortogonal U x es precisamente el conjunto de 
soluciones de las ecuaciones homogeneas 

X • Ai = 0 para todo i . 

En otras palabras, tenemos que 


(espacio de renglones de A) x = Ker L A = espacio de soluciones de 

AX = O. 


Teorema 4.3. Sea U un subespacio de R n . Entonces 

dim U + dim U ± — n. 

Demostracion. Sea r = dim U . Si r = 0, entonces el aserto es obvio. Si 
r ^ 0, entonces U tiene una base y, en particular, esta generada por un numero 
finito de vectores que se pueden considerar como los renglones de 

una matriz. Entonces la formula de la dimension es un caso especial del Teorema 
4.2. 
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En el espacio de tres dimensiones, por ejemplo, el Teorema 4.3 prueba el 
hecho de que el complemento ortogonal de una recta es un piano y viceversa, tal 
como se muestra en la figura. 



En el espacio de 4 dimensiones, el complemento ortogonal de un subespacio 
de dimension 1 tiene dimension 3. El complemento ortogonal de un espacio de 
dimension 2 tambien tiene dimension 2. 

Estudiemos ahora brevemente las ecuaciones no homogeneas, esto es, un sis- 
tema de la forma 

AX = B, 

donde B es un vector dado (m-tupla). Dicho sistema quizas no tenga una 
solucion, en otras palabras, las ecuaciones pueden ser lo que se llama u inconsis- 
tentes” . 

Ejemplo 2. Considere el sistema 

3* - y + z = 1, 

2a: -f- y - z = 2, 
x — 2y + 2z = 5. 

Resulta que el tercer renglon de la matriz de coeficientes 



se obtiene al sustraer el segundo renglon del primero. En consecuencia, se infiere 
d<‘ inmediato que el rango de la matriz es 2. Por otro lado, 5 ^ 1 - 2 , de manera 
quo no puede haber una solucion del sistema de ecuaciones anterior. 

Teorema 4.4. Considere un sistema no homogeneo de ecuaciones lineales 


AX = B . 
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Suponga que existe a 1 memos un a solucion Xo . Entonces el conjunto de 
soluciones es precisamente 

Xo 4* Ker La- 

Em otras palabras, todas las soluciones son de la forma 

X 0 4 - Y, donde Y es una solucion de AY = O. 

Demostracion. Sea Y € KerL A . Esto significa que AY - 0 . Entonces, 

A(X o 4 - Y) = AX 0 4- = B + 0 = B, 

de manera que Xo 4 -Ker La esta contenido en el conjunto de soluciones. Recipro- 
camente, sea X cualquier solucion de AX = B . Entonces, 

A(X — X 0 ) = AX — AX o — B — B ~ O. 

En consecuencia, X = Xo 4 - (X — Xo) , donde X — Xo = Y y AY = O. Esto 
prueba el teorema. 

Cuando existe al menos una solucion del sistema AX — B , entonces dim Ker 
La se conoce como dimension del conjunto de soluciones. Es la dimension 
del espacio de soluciones del sistema homogeneo. 

Ejemplo 3. Encuentre la dimension del conjunto de soluciones del siguiente 
sistema de ecuaciones y determine este conjunto de R . 

2x4- y 4- z = 1, 
y - z = 0. 

Vemos por inspeccion que hay al menos una solucion, a saber, x = — 

z — 0 . El rango de la matriz 



es igual a 2. Por tanto, la dimension del conjunto de soluciones es 1. El es- 
pacio vectorial de las soluciones del sistema homogeneo tiene dimension 1 , y se 
encuentra facilmente que una solucion es 

y = z = l, x = -1. 

En consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema no homogeneo es el con 
junto de todos los vectores 

(§,0,0)+<(-l,l,l), 

donde t varia sobre todos los numeros reales. Vemos que nuestro conjunto de 
soluciones es una linea recta. 
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Ejercicios TV, §4 


1. Sea A un vector no nulo en R n . ^Cual es la dimension del espacio de soluciones 
de la ecuacion A • X = 0? 


2. ^Cual es la dimension del subespacio de R 6 perpendicular a los dos vectores 
(1,1, -2, 3, 4, 5) y (0,0, 1,1, 0,7)? 


3. Sea A un vector no nulo del espacio de n dimensiones. Sea P un punto en el 
espacio de n dimensiones. ^Cual es la dimension del conjunto de soluciones de la 
ecuacion 


X A = P A? 


4. ^Cual es la dimension del espacio de soluciones de los siguientes sistemas de ecua- 


ciones lineales? En cada caso, encuentre una base para el espacio de soluciones. 


(a) 2x -f y — z = 0 


(b) x - y + z = 0 


2x -f y -f 2 = 0 
(c) 4x -f 7y — ttz = 0 
2x — y -f z = 0 


(d) x -f y + * = 0 


x — y — 0 
y + z = 0 


5. £Cual es la dimension del espacio de soluciones de los siguientes sistemas de ecua- 


ciones lineales? 


(a) 2x — 3y + z = 0 
x + y — z = 0 
(c) 2x — -f z = 0 


(b) 2x + 7y = 0 


x — 2y + z = 0 
(d) x -f y -f 2 ? = 0 
2x “f- 2 y -{• 2 z ~ 0 


x -f y — z = 0 
3x + 4y = 0 
5x -f y -f ^ = 0 



7. Sean A y B dos matrices que se pueden multiplicar entre si, i.e., tales que AB 
existe. Pruebe que 

rango de AB < rango de A y rango de AB < rango de B . 

8. Sea U un subespacio de R n . Pruebe que U ± tambien es un subespacio. 

I\J §5. La matriz asociada con una aplicacion lineal 

A cada matriz A le hemos asociado una aplicacion lineal La . Reciprocamente, 
(Jada una aplicacion lineal 

L: R n -+ R m , 

probaremos ahora que existe alguna matriz asociada A tal que L — La . 
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Sean los vectores columna unitarios de R n . Para cada j - 

1, . . . , n , sea L(E j ) = A j , donde A j es un vector columna en R m . Por tanto, 



Entonces, para cada elemento X en R n , podemos escribir 




L(X) = xi L(E 1 ) + --- + x n L(E n ) 

= x\ A 1 H h x n A n 

= AX, 


donde A es la matriz cuyos vectores columna son A 1 , ... f A n . En consecuencia, 
L = La j 1° cual prueba el teorema. 

Observacion. A1 trabajar con R n y R m estamos en posibilidades de escri- 
bir vectores columna; es por eso que se pudo obtener en forma sencilla la matriz 
A que se acaba de derivar. Mas adelante, en esta sec cion, trabajaremos con 
espacios vectoriales mas generales, en terminos de bases, y podremos escribir 
horizontalmente los vectores de coordenadas. La notacion horizontal dara lugar 
a una transpuesta. 

La matriz A anterior se denomina matriz asociada con la aplicacion lineal 

L. 

Tal como vimos al estudiar el espacio de columnas de A, podemos expresar 
las columnas de A en terminos de los vectores unitarios: 




cacion tal que F t (x 1 ,x 2) x 3 ) = t(x i,x 2 ). Entonces la matriz asociada con 


es 
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Ejemplo 2. Sea J:R n — ► R n la matriz identidad. Entonces la matriz asociada 
con I es la matriz 

/I 0 0 ••• 0\ 

0 1 0 0 

\0 0 0 ... 1 / 

que tiene componentes iguales a 1 en la diagonal y 0 en los demas lugares. 

Ejemplo 3. Sea L: R 4 — ► R 2 la aplicacion lineal tal que 

i(^)=(l). ^ 2 )=(_i). ^ 3 )=( _ 4). i(£ 4 )=(j). 

Conforme a las relaciones (*), vemos que la matriz asociada con L es la matriz 

(2 3 -5 1 \ 

Vi - 1 4 V' 

Observacion. Si en lugar de vectores columna usamos vectores renglon, en- 
tonces para hallar la matriz asociada darfamos origen a una transpuesta. 

Sea V un espacio vectorial de dimension n. Si escogemos alguna base 
{^i, . . . , v n } de V j entonces cada elemento de V se puede escribir en terminos 
de coordenadas de la siguiente manera: 

v = a?ivi + Vx n v n . 

Asi, a cada elemento v de V le podemos asociar el vector de coordenadas 



Si 

w = ym + h VnVn 

de manera que Y es el vector de coordenadas de w , entonces 

v + w= (a?i -h 2/i)^i H b(z n +2/n)^n, 

por lo que X + Y es el vector de coordenadas de v + w . Sea c un numero; 
entonces 

cX = cx\Vi H h cx n v ny 

de manera que cX es el vector de coordenadas de cv . Por tanto, luego de escoger 
una base, podemos identificar V con R n a traves de los vectores de coordenadas. 

Sea L: V — * V una aplicacion lineal. Entonces, despues de escoger una base 
que nos de una identificacion de V con R n , podemos representar L mediante 
una matriz. Distintas elecciones de bases daran origen a menudo a distintas ma- 
trices asociadas. Algunas de las bases que se eligen suelen proporcionar matrices 
especial men te sencillas. 
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Ejemplo. Suponga que existe una base {tq, . . . , t; n } y que existen numeros 
ci , . . . , c n tales que 

Lvi = CiVi para i = 1, . . . , n. 

Entonces, con respecto a esta base, la matriz de L es la matriz diagonal 


(Cl 

0 

• 0\ 

0 

C 2 *' 

■ • 0 

0 

0 • 

• • Cn / 


Si escogieramos otra base, la matriz L podria no ser tan simple. 

El principio general para hallar la matriz asociada de una aplicacion lineal 
con respecto a una base se puede encontrar de la manera siguiente. 

Sea {vi, ...,v n } la base dada de V . Entonces existen numeros c {j tales que 

Lv\ — c \\ Ui + •••+ ci n v n 
Lv„ = c„ivi H 1- c nn v n . 

^Cual es el efecto de L sobre el vector de coordenadas X de un elemento v 6 V ? 
Dicho elemento es de la forma 

V = X\V\ + • • • + x n v n . 

Entonces 

n 

Lv = y 2xjL(vj) 

i= l 

n n 

= 

i=l i=l 
n n 

= Y.Y^ XiCi i v i 

» = 1 j— 1 
n / n 

i=i \<=i 

En consecuencia, hallamos que 

Si C = (c,j) es ia matriz tal que L(v{) = l c ij v j y X es el 

vector de coordenadas de v, entonces el vector de coordenadas de 
Lv es l CX . En otras palabras, en vectores de coordenadas, L se 
representa mediante *C (transpuesta de C). 

Observemos que trabajamos con la transpuesta de C en lugar de la propia 
C . Esto se debe a que, al escribir LV{ como combinacion lineal de Vi, . . . , t> n > ' !l 
hemos escrito en forma horizontal, mientras que antes la escribimos vertical rnenl.o 
en terrninoH de los vectores unitarios verticales E 1 , ...,E n . 
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Ejemplo. Sea L: V — ► V una aplicacion lineal. Sea {vi , , ^3} una base de 

V tal que 


L(v 1 ) = 2v\ - v 2 , 

L(v 2 ) = Vi + v 2 - 4v 3 , 
L(v 3) = 5 t>i + Av 2 + 2 v 3 . 


Entonces la matriz asociada con L sobre los vectores de coordenadas es la matriz 



que es la transpuesta de la matriz 



Ap£ndic;e: Cambio de bases 

Quiz a el lector se pregunte como cambia la matriz que represen ta una apli- 
cacion lineal cuando cambiamos una base de V . Podemos encontrar la respuesta 
facilmente de la manera siguiente. Primero veamos como cambian las coordena- 
das. 

Sean {vi, .. . >v n } una base y {wi, . . . otra base de V . 

Denotense con X las coordenadas de un vector con respecto a {t>i, . . . , t> n } y 
denotense con Y las coordenadas del mismo vector con respecto a {itii, . . . , 

<^En que difieren X y Y? Ahora daremos la respuesta. Sea v el elemento de 
V que tiene coordenadas X, considerado como un vector columna. Asi, 


v = xivi H h x n v n . 


Esto se asemeja a un producto interior y sera conveniente usar la siguiente no- 
tacion: 


donde % X es ahora una n-tupla renglon. En forma analoga, 
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Podemos expresar cada como combinacion lineal de los elementos de la base 
Vll . . . , v n , de manera que existe una matriz B — ( bij ) tal que, para cada 


Wi = b iJ v 3 • 


Sin embargo, podemos escribir estas relaciones en forma mas eficiente en forma 
matricial 

o n • • • oi n \ / vi \ 

ill '\= B 

. . v&nl *•' b nn 

Por consiguiente, la relacion para v en terminos de los elementos de las bases se 
puede expresar en la siguiente forma: 




v = i Y 


f w i 




— i 


YB 



y tambien v = % X 



Por tanto, debemos tener *YB = *X . Tomar la transpuesta nos da la relacion 
deseada 


X = t BY. 


Note de nuevo la transpuesta. El cambio de coordenadas de una base a otra 
esta dado en terminos de la transpuesta de la matriz que expresa cada w t como 
combinacion lineal de v \ , . . . , v n . 

Observacion. La matriz B es invertible. 

Demostracion. Hay varias maneras de ver esto. Por ejemplo, con los mismos 
argumentos que hemos dado, yendo de una base a otra, existe una matriz C tal 


que 


V = V7Y. 


Esto es cierto para todas las n-tuplas coordenadas X y Y . Asi, obtenemos 

X = t B i CX = \CB)X. 

para todas las n-tuplas X . En consecuencia, CB = I es la matriz identidad. 
En forma analoga, BC = I , de manera que B es invertible. 

Ahora sea L: V — > V una aplicacion lineal. Sea M la matriz que represent.. i 
a L con respecto a la base {m, y sea M' _ la matriz que representa a L 

con respecto a la base {in, , . . • , u> n } . Por definicion, 

/ MX con respecto a {vi,...,n„}, 
las coordenadas de L(v) son | M , y con respecto a {u>i, . . . , 

Por lo que acabamos de ver, tenemos necesariament.e que 

MX = * BM'Y . 
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Sustituya X = t BY y multiplique por la izquierda ambos lados de la igualdad 
por i B . Entonces encontramos que 

t B~ 1 M *BY = M'Y. 

Esto es cierto para todo Y . Si hacemos que N = i B , entonces obtenemos la 
matriz M ' en terminos de M, a saber, 


M' = N~ 1 MN 


donde AT = i B. 


Pot tanto, la matriz que represen ta a la aplicacion lineal cambia mediante una 
transformacion de semejanza. Tambien podemos decir que M y M' son seme- 
jantes. En general, dos matrices M y M' son semejantes si existe una matriz 
invertible N tal que M ' = N~ l MN . 

En la practica, no conviene escoger bases demasiado pronto. Para muchos 
problemas se debe seleccionar una base para la cual la matriz que representa a 
la aplicacion lineal sea la mas simple, y trabajar con esta base. 


Ejemplo. Suponga que, con respecto a alguna base, la matriz M que repre- 
senta a L es diagonal, digamos 



Entonces la matriz que representa a L con respecto a otra base sera de la forma 

AT " 1 MAT, 

la que puede parecer un terrible revoltijo. Cambiar N en forma arbitraria co- 
rresponde a escoger una base arbitraria (por supuesto, N debe ser invertible). 
Mas adelante, cuando estudiemos vectores propios, encontraremos condiciones 
en las cuales una matriz que representa una aplicacion lineal es diagonal con 
respecto a una conveniente eleccion de base. 


iKjercicios IV, §5 

1. Encuentre la matriz asociada con las siguientes aplicaciones lineales. 

(a) F: R 4 — ► R 2 , dada por E f (x i> £2, £ 3 , £4) = *(^ 1 , £2) (la proyeccion). 

(b) La proyeccion de R 4 en R 3 . 

(c) F : R 2 — *■ R 2 dado por F t (x f y) = f ( 3 a:, 3 ^) . 

(d) F: R n — R n dado por F(X) = 7 X . 

(e) F: R n — R n dado por F(X) = -X . 

(f ) F: R 4 — R 4 dado por 1, x 2 , X3, 2:4) = *(xi, X2 } 0, 0) . 

2. Sea c un numero y sea Z:R n — ► R n la aplicacion lineal tal que L(X) = cX . ^Cual 

en la matriz asociada con esta aplicacion lineal? 
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3 . Sea F : R 3 R 2 la aplicacion lineal indicada. ^Cual es la matriz asociada de E? 
(a) F(E')= (j), f(£ 2 )= 

<» r {z)-(z~-zx :)■ 


4 . Sea V un espacio de 3 dimensiones cuya base es {t>i, t>2, *>3} • Sea F: V — ► V la 
aplicacion lineal que se indica. Encuentre la matriz de F con respecto a la base 
dad a. 

(a) E(vi) = 3 v 2 - t>3, 

F(v 2 ) = vi - 2v 2 4- V3, 

F(v 3 ) = — 2vi 4 4^2 4 5^3. 

(b) F(v 1) = 3 ^i, F(v 2) = — 7 u 2 , F(v 3) = 5 i ? 3 . 

(c) F(v 1 ) = —2vi 4 7v 3) 

E(v 2 ) = Vs f 

F(v 3 ) = vi. 

5. En el texto dimos una descripcion de una matriz asociada con una aplicacion lineal 
de un espacio vectorial en si mismo, con respecto a una base. En forma mas ge- 
neral, sean V y W dos espacios vectoriales. Sean {vi,...,v n } una base de F y 
{wi, , Wm} una base de W. Sea L:V — * W una aplicacion lineal. Describa el 
lector como podria asociar una matriz con esta aplicacion lineal, indicando el efecto 
sobre los vectores de coordenadas. 


6 . Sea L: V — ► V una aplicacion lineal. Sea v £ V . Decimos que v es un vector propio 
para L si existe un numero c tal que L{v) = cv . Suponga que V tiene una base 
{vi, . . . , t> n } que const a de vectores propios, donde L(v x ) = CiV x para i = 1 , . . . , n. 
^Cual es la matriz que representa a L con respecto a esta base? 


CAP ITU LO V 


Composicion y 
aplicaciones inversas 


V, §1. Composicion de aplicaciones lineales 

Sean U, V y W conjuntos. Sean 

F:U -+V y G:V^W 

aplicaciones. Entonces podemos formar la aplicacion compuesta de U en W 
denotada con Go F . Por definicion, es la aplicacion tal que 

(G o F)(u) = G(F(u)) para todo u en U . 


Ejemplo 1 . Sea A una matriz de m x n y sea B una matriz de q x m. 
Entonces podemos formar el producto BA. Sea 

L A .n n — R m la aplicacion lineal tal que L A (X) = AX 


y sea 

Lj 5 *.R m — * R g la aplicacion lineal tal que L#(Y) = BY. 
Entonces podemos formar la aplicacion lineal compuesta Lq ° L A tal que 
{L b o L a ){X) = L b (. L A {X )) = L B {AX) = BAX. 

A si tenemos que 

Lb°L a = Lb a • 
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Vemos que la composicion de aplicaciones lineales corresponden a la multipli- 
cacion de matrices. 

Ejemplo 2. Sea A una matriz de m x n y sea 

T . I? n D m 

• Jtl* it 

la aplicacion lineal usual tal que L A (X) = AX . Sea C un vector de R y sea 

T c : R m -*R m 

la traslacion determinada por (7, esto es, Tc(Y) = Y A C. Entonces, la apli- 
cacion compuesta T c o L A se obtiene al aplicar primero La a un vector X y 
luego al trasladar mediante C . Asi, 

T c o L a (X) = Tc(L a (X )) = T C (AX) = AX + C. 

Ejemplo 3 Sea V un espacio vectorial y sea w un elemento de V . Sea 

T W :V V 

la traslacion determinada por tu, esto es, la aplicacion tal que T w (v) = v 4* w. 
Entonces tenemos que 

T Wl (T W2 (v)) = T Wl (v A u> 2 ) = v + W2 + u>i- 

Por tanto, 

T Wl o Txjj 2 — T Wl + w 2 . 

Podemos expresar este hecho diciendo que la composicion de dos traslaciones de 
nuevo es una traslacion. Por supuest-o, la traslacion T w no es una aplicacion 
lineal si w ^ O , debido a que 

T w (0) = O A w = w ^ 0, 

y sabemos que una aplicacion lineal tiene que mandar al 0 en el 0 . 

Ejemplo 4. Rotaciones. Sea 0 un numero y sea A(0) la matriz 



Entonces A{0) representa una rotacion que podemos denotar con R e . La ro- 
tacion compuesta R$ r o Rq 7 se obtiene de la multiplicacion de matrices y, para 
cualquier vector X de R~ , tenemos que 

Ro 1 oRe 2 (X) = A(9 1 )A(e 2 )X. 

Esta rotacion compuesta es tan solo la rotacion determinada por la suma de low 
angulos, a saber, 0\A02- Esto corresponde a la formula A(0\)A{02) = A{0\A0 2 )' 

El siguiente enunciado es una propiedad importanl.e de las nplicaeiones. 
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Sean U , V, W y S conjuntos. Sean 

FiU-tV, G.V-+W y H:W — > S 

aplicacion es. En ton ces 

Ho(GoF) = (HoG)oF. 

Demostracion. De nuevo en este caso, la prueba es muy sencilla. Por defi- 
nicion, tenemos que, para cualquier elemento u de U : 

(Ho (Go F))(u) = H((G o F)(uj) = H(G(F(u))). 

Por otro lado, 

((H o G) o F))(u) = ( H o G)(F(u)) = H(G(F(u))). 

Por definition, esto significa que (H o G) o F = H o (G o F ) . 

Teorema 1.1. Sean U , V y W espacios vectoriales. Sean ias aplicaciones 
lineales 

F:U —>V y G:V->W } 

entonces la aplicacion compuesta G o F tambien es una aplicacion lineal. 

Demostracion. Esto es muy facil de probar. Sean u y v elementos de U . 
Como F es lineal, tenemos que F(u + u) = E(u) -f F(v ) . En consecuencia, 

(G o F)(u + v) = G(F(u + v)) = G(F(u) + F(v)). 

Como G es lineal, obtenemos 

G(F(u) + F(v)) = G(F(u )) + G(F(v)). 

Por tanto, 

(G o F)(u + v) = (G o F)(u) + (G o F)(v). 

Luego, sea c un numero. Entonces 

(GoF)(cu) = G(F(cu)) 

= G(cF(u)) (debido a que F es lineal) 

= cG(F(u )) (debido a que G es lineal). 

Esto prueba que G o F es una aplicacion lineal. 

El siguiente teorema establece que algunas de las reglas de la aritmetica con- 
cern ientes al producto y a la suma de numeros tambien se aplica a la composicion 
y suma de aplicaciones lineales. 

Teorema 1.2. Sean U , V y W espacios vectoriales . Sea 


F:U V 
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una aplicacion lineal y sean G y H dos aplicaciones lineales de V en W. 
Entonces, 

(G + H) oF = GoF + HoF. 

Si C es un numero, entonces 

(cG) oF = c(Go F). 

Si T:U — *■ V es una aplicacion lineal de U en V, entonces 

Go{F + T) = GoF + GoT. 

Todas las pruebas son sencillas. Solo probaremos el primer aserto y dejamos 
los demas como ejercicios. 

Sea u un elemento de U . Tenemos que 

((G + H) o F)(u) = (G + H)(F(u)) = G(F(u)) + H(F(u)) 

— (Go F)(u) + (H o F)(u). 

Por definicion, se infiere que (G + H) o F = G o F + H o F . 

A1 igual que con las matrices, vemos que la composicion y la adicion de apli- 
caciones lineales se comportan como la multiplicacion y la adicion de numeros. 
Sin embargo, la misma observacion que hicimos con respecto a las matrices se 
aplica en este caso. Primero, podemos no tener conmutatividad, y segundo, no 
tenemos “division” , excepto, como se analizara en la siguiente seccion para las 
inversas, cuando existan. 

Ejemplo 5. Sea 

F: R 3 R 


la aplicacion lineal dada por 

F(x,y, z) = (x,y, 0) 

y sea G la aplicacion lineal dada por 

G(x,y,z) - (x,z,0). 


Entonces (G o F)(x, y, z) = (x, 0, 0) , pero (F o G)(x,y, z) = (x, z, 0) . 


Por otro lado, sea 


L: V 



una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo. Podemos iterar 1, 
varias veces de manera que, como es usual, obtenemos 

L 2 = L o L, L 3 = L o L o L, y asf sucesivamente. 

Convengamos ademas que 

L° = I = aplicacion identidad. 

Por tanto L k es la iteracion de L consigo misma k veces. Para dichas potencim. 
de L si tenemos conmutatividad, a saber, 


L r+S =L r oL > = L’oL r . 
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Ejercicios \ §1 

1. Sean A y B dos matrices de m x n. Suponga que 

AX = BX 

para todas las n-tuplas X . Muestre que A — B . 

2. Sean F y L aplicaciones lineales de V en si mismo. Suponga que F y L conmutan, 
esto es, que F o L = L o F . Pruebe las conocidas reglas siguientes: 

{F + Lf = F 2 +2FoL + L 2 , 

(F-L) 2 = F 2 -2FoL + L 2 , 

(F + L) o(F-L)=F 2 -L 2 . 

3. Pruebe la conocida regia para una aplicacion lineal F: V — V : 

(7 - F) o (/ + F + • • • + F r ) = I - F r+1 . 

4. Sean V un espacio vectorial y T: V — * V una aplicacion lineal tal que T 2 = 7 . 
Defina P = 1(7 + T) y Q= §(7-T). 

(a) Demuestre que P 2 = P y que Q 2 = Q . 

(b) Demuestre que P -f Q = I . 

(c) Demuestre que Ker P = Im Q y que ImP = Ker Q . 

5. Sea P: V — ► V una aplicacion lineal tal que P 2 = P . Defina Q = I — P . 

(a) Demuestre que Q 2 = Q. 

(b) Demuestre que Im P = Ker Q y que Ker P = Im Q . 

Una aplicacion lineal P tal que P 2 = P se conoce como proyeccion y generaliza 
la nocion de proyeccion en el sentido usual. 

6. Sea P: V — ► V una proyeccion, esto es, una aplicacion lineal tal que P 2 = P . 

(a) Demuestre que V = Ker P + ImP. 

(b) Demuestre que la interseccion de ImP con Ker P es {0} . En otras palabras, 
si v € Im P y v £ Ker P , entonces v = O . 

Sea V un espacio vectorial y sean U y W subespacios. Se dice que V es una suma 
directa de U y W si se satisfacen las siguientes condiciones: 

V = U + W y UDW = {0}. 

En el ejercicio 6, el lector acaba de probar que V es la suma directa de Ker P e 
ImP. 

7. Sea V la suma directa de los subespacios U y W . Sea v E V y suponga que hemos 
cxpresado v como una suma v = u w con u £ U y w E W . Demuestre que u y 
w estan determinados en forma unica por v . Esto es, si v = u\ + w\ con u\ G U 
y w\ EW, entonces u = u\ y w = w\ . 

Sean U y W dos espacios vectoriales, y sea V = U X W el conjunto de todas las 
parejas (u,w) con u £ U y w 6 W . Entonces V es un espacio vectorial como el 
(jue se describe en el Ejercicio 15 del Capftulo IV, seccion §3. Sea 

P:V-» V 

la aplicacion tal que P(u } w) = (m, 0). Muestre que P es una proyeccion. 
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Si el lector identifica U con el conjunto de todos los elementos (w, 0) , donde u 6 U , 
e identifica W con el conjuntp de todos los elementos (0, tu) donde w £ W , entonces 
V es la suma directa de U y W. 

Por ejemplo, sea n = r + 5 , donde r y s son enteros positivos. Entonces 

R n = R r x R s . 

Observe que R” es el conjunto de todas las rc-tuplas de numeros reales, que se pueden 
considerar como 

(xi,...,x r , donde Xi,y 3 € R. 

Por tanto, R n se puede considerar como la suma directa de R r y R 3 . La proyeccion 
de R” sobre las primeras r componentes esta dada por la aplicacion P tal que 

P(x 2/i > • * ♦ > 2/s) = (®i» — > x r , 0, . . . , 0). 

Esta aplicacion es una aplicacion lineal y P 2 = P. Algunas veces, a la aplicacion tal 
que 

P(xi,...,Xn) = (xi,...,X r ) 

tambien se le llama proyeccion, aunque aplica R n en R r , de manera que no podemos 
aplicar nuevamente P a (xi, . . . , x r ), puesto que P esta definida en todo R n 

Observe que tambien se puede considerar la proyeccion sobre el segundo conjunto 
de coordenadas, esto es, hacemos 

Q(x i,...,x r , j/i , , Vs) = (0, . . . , 0 f yi,...,y«). 

Esta se llama proyeccion sobre el segundo factor de R n , considerado como R r x R 3 . 

9. Sean A y B dos matrices tales que esta definido el producto AB . Pruebe que 
rango de AB < rango de A y rango de AB < rango B . 
[Sugerencia: Considere las aplicaciones lineales Lab , La y Lb •] 

En efecto, defina el rango de una aplicacion lineal L como dim Im L . Si L: V — > 
W y F: W — ► U son aplicaciones lineales de espacios de dimension finita, demuestre 
que 

rango de F o L < rango de F y rango de F o L < rango de L . 


10. Sea A una matriz de m x n y sea C un vector de R m . Sea Tc la traslacion 
determinada por C, como en el Ejemplo 2. Escriba con detalle las formulas para 

LaoTc(X) y TcoLa(X), 

donde X esta en R n . De un ejemplo de A y C tal que 


La oTc ^ Tc o La • 
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Y, §2. Inversas 

Sea 


F:V W 

una aplicacion (usualmente se considera lineal). Decimos que F tiene una in- 
versa si existe una aplicacion 

G:W V 


tal que 

G o F = Iv y F oG — Iw ‘ 

Con esto queremos decir que las aplicaciones compuestas G o F y F o G son 
las aplicaciones identidad de V y W > respectivamente. Si F tiene una inversa, 
tambien decimos que F es invertible. 

Ejemplo 1. La aplicacion inversa de la traslacion T u es la traslacion T_ u , 
debido a que 

T- u o T u (v) — T- U {v + = + u = v. 

Asf, 

F—xi ° T u — I . 


En forma analoga, T u o T~ u — I . 

Ejemplo 2. Sea A una matriz cuadrada de n x n, y sea 

L a : R n R n 

la aplicacion lineal usual tal que L A (X) = AX . Suponga que A tiene una matriz 
inversa A~ l , de manera que AA~ l — A* 1 A = I . Entonces la formula 

L a oLb — L A q 

de la seccion anterior muestra que 


L a o L a ~ i — Lj — L 

En consecuencia, L A tiene una aplicacion inversa, que es precisamente la multi- 
plicacion por A ~ l . 

Teorema 2.1. Sea F:U — ► V una aplicacion lineal y supongamos que 
esta aplicacion tiene una aplicacion inversa G:V —►I/. Entonces G es una 
aplicacion lineal. 


Demostracion. Sean vi } V 2 £ V . Primero debemos demostrar que 
G(vi 4- v 2 ) = G(v i) + G(v 2 ). 

Sean u\ = G(vi) y u 2 — G(v 2 ) . Por definicion, esto significa que 
F(ui) = vi y F(u 2 ) = v 2 . 
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Como F es lineal, hallamos que 

F(ui + u 2 ) = F(u i) + F(u 2 ) = v x 4- v 2 . 

Por definicion de aplicacion inversa, esto significa que G(v i + v 2 ) = U\ + u 2 , con 
lo que se prueba lo que se queria. Dejamos como ejercicio la comprobacion de 
que G(cv) = cG(v) (Ejercicio 2). 

Ejemplo 3. Sea L: V — ► V una aplicacion lineal tal que L 2 = O . Entonces 
I *f L es invertible, debido a que 

(7 + L)(7-I) = 7 2 -L 2 = 7, 

y en forma analoga, por otra parte, (J — L)(I -f L) = I . Asf tenemos 

(7 + L)- 1 =I-L. 

Ahora expresaremos las aplicaciones inversas con una terminologia un poco 
diferente. 

Sea 

F:V W 

una aplicacion. Decimos que F es inyectiva (uno a uno en terminologia 
antigua) si, dados elementos y v 2 de V tales que v\ / v 2} entonces F(vi) / 
F(v 2 ). 

Nos interesa especialmente esta nocion para las aplicaciones lineales. 

Ejemplo 4. Suponga que F es una aplicacion lineal cuyo micleo no es 
{0} . Entonces existe un elemento v ^ O en el nucleo, y tenemos 

F(0) = F(v) = O. 

Por tanto, F no es inyectiva. Ahora probaremos el reciproco. 

Teorema 2.2. Una aplicacion lineal F: V — ► W es inyectiva si, y solo si, 
su nucleo es {0} . 

Demostracion. Ya hemos demostrado una implicacion. Reciprocamente, su- 
pongamos que el nucleo es { O } . Debemos probar que F es inyectiva. Sean 
v\ v 2 elementos de V distintos entre si. Debemos mostrar que F(vi) ^ ^(^ 2 )- 
Pero 

jF(vi) — F(v 2 ) = F(v 1 — v 2 ) debido a que F es lineal. 

Como el nucleo de F es {0} y v\ - v 2 ^ O, se inhere que F(v 1 -v 2 ) / O. En 
consecuencia, F(y 1 ) — F{v 2 ) ^ O , por lo que F(iq) / ^(^ 2 )- Esto prueba e) 
teorema. 

Sea F:V — ► W una aplicacion. Si la imagen de F es todo W , entonces 
decimos que F es suprayectiva. Las dos nociones de aplicacion inyectiva o 
suprayectiva se combinan para dar un criterio basico para que F tenga una 


inversa. 
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Teorema 2.3. Una aplicacion F:V —> W tiene una inversa si, y solo si, es 
inyectiv a y suprayectiva. 

Demost ration. Supogamos que F es inyectiva y suprayectiva. Dado un ele- 
mento w de W , existe un elemento v de V tal que F(v ) = w (debido a que 
F es suprayectiva). Existe solo uno de tales elementos v (debido a que F es 
inyectiva). Asi, po demos definir 

G(w) =unico elemento v tal que F(v) = w. 

Por la manera en que hemos definido G , resulta claro que 

G{F{y)) = v y F(G(w)) = w . 

Por tanto, G es la aplicacion inversa de F . 

Recfprocamente, suponga que F tiene una aplicacion inversa G. Sean V\ y 
V 2 elementos de V tales que F(yi) = F^). A1 aplicar G se obtiene 

v\ ~ G o F(vi) — Go F(y 2 ) = v 2 , 

de manera que F es inyectiva. Luego consideramos un elemento w de W ; la 
ecuacion 

w — F(G(w )) 

muestra que w = F(v) para algun v, a saber, v = G(w), por lo que F es 
suprayectiva. Esto prueba el teorema. 

En el caso de las aplicaciones lineales, tenemos ciertos criterios para veri- 
ficar la inyectividad o la suprayectividad, lo que nos permite verificar menos 
condiciones cuando deseamos probar que una aplicacion lineal es invertible. 

Teorema 2.4. Sea F: V — ► W una aplicacion lineal. Suponga que 

dim V = dim W. 

(i) Si KerF = {0} , entonces F es invertible. 

(ii) Si F es suprayectiva, entonces F es invertible. 

Demostracion. Supongamos primero que Ker F = {0} . Entonces F es in- 
yectiva, por el Teorema 2.2. Pero 

dim V = dim Ker F + dim Im F, 

de manera que dimV' = dimlmF, y la imagen de F es un subespacio de W 
que tiene la misma dimension que W. Por tanto, ImF = W , por el Teorema 
5.6 del Capitulo III. En consecuencia, F es suprayectiva. Esto prueba (i), al 
usar el Teorema 2.3. 

Se deja como ejercicio la prueba de (ii). 

Ejcmplo 5. Sea F: R 2 -4 R 2 una aplicacion lineal tal que 

F(x, y ) = (3* -y, 4a: + 2y). 
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Deseamos mostrar que F tiene inversa. Primero observamos que el nucleo de F 
es {O} , debido a que, si 


3a? - y - 0, 
4x + 2y = 0, 


entonces podemos resolver para x y y de la manera usual: multipliquemos la 
primera ecuacion por 2 y sumemosla a la segunda ecuacion. Encontramos que 
lOx = 0, por lo que x = 0 y , asf, y = 0 debido a que y = 3x . En consecuencia, 
F es inyectiva, ya que su nucleo es {0 } . 

Por tanto, F es invertible, por el Teorema 2.4(i). 

Una aplicacion lineal F:U — ► V que tiene una inversa GiV ► U (tambien 
decimos que es invertible) se conoce como isomorfismo. 

Ejemplo 6. Sea V un espacio vectorial de dimension n . Sea 


{ui, 


una base de V . Sea 


L: R n ->V 


la aplicacion tal que 


L(x i , . . . , X n ) — XiV\ -f h XnVn • 


Entonces L es un isomorfismo. 


Demostracion. El nucleo de L es {0} , debido a que, si 


x\V\ H h x n v n = O, 


entonces todo X{ = 0 (puesto que vi,...,v n son linealmente independientes). 
La imagen de L es todo V , ya que v u ...,v n generan a V . Por el Teorema 2.4, 
se infiere que L es un isomorfismo. 


Ejercicios \{ §2 

1. Sea Re la rotacion levogira en un angulo 0. ^Como expresaria de una maneru 
sencilla la inversa R^ 1 como Re para algun (pi Si 



es la matriz asociada con Re, £cual es la matriz asociada con R e ? 


2. (a) Termine la demostracion del Teorema 2.1. 

(b) De la demostracion del Teorema 2.4(ii). 

3. Sean F y G aplicaciones lineales invertibles de un espacio vectorial V en si miHiuo 
Demuestre que 


(FoG)- 1 = C7"" 1 o F~\ 
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4. Sea X: R 2 — * R 2 la aplicacion lineal definida por 

L{x,y) = (x H -y,x- y). 

Demuestre que X es invertible. 

5. Sea X: R 2 — ► R 2 la aplicacion lineal definida por 

X(x, y) = ( 2x + y, 3x - 5y). 

Demuestre que X es invertible. 

6. Sea L: R 3 — ► R 3 cada una de las aplicaciones lineales indicadas. Demuestre que X 
es invertible en cada caso. 

(a) L(x , y, z) = (x - y, x + z, x + y + 3z) 

(b) X(x, y, z) = (2x - y + z, x + y } 3x + y + z) . 

7. Sea X: V — ► V' una aplicacion lineal tal que X 2 = O. Demuestre que 7 — X e s 
invertible. (7 es la aplicacion identidad sobre V\) 

8. Sea X: V — * V una aplicacion lineal tal que X 2 -f 2X +7 = O. Demuestre que X es 
invertible. 

9. Sea L:V V una aplicacion lineal tal que X 3 = O. Demuestre que 7 — X es 
invertible. 

10. Sea L:V — >■ V una aplicacion lineal tal que X r = O. Demuestre que I — X es 
invertible. 

11. Sea K un espacio vectorial de dos dimensiones y sea L:V V una aplicacion 
lineal tal que X 2 = O, pero X ^ O . Sea v un elemento de 1/ tal que L(v) ^ O. 
Sea w = X(v). Pruebe que {v, u>} es una base de V . 

12. Sea V el conjunto de todas las sucesiones infinitas de numeros reales 

(xi, X 2 ,«3 j • • •)• 

Este podria llamarse espacio de dimension infinita. La adicion y la multiplication 
por numeros se define componente a componente, de manera que V es un espacio 
vectorial. Defina la aplicacion F: V — + V como 

F(X 1, X 2 , XZy • • •) = (0, Xl,X2, X3, . • •)• 

Por razones obvias, F se conoce como el operador de traslacion y F es lineal. 

(a) ^Es inyectiva E? ^Cual es el nucleo de F? 

(b) ^Es suprayectiva FI 

(c) Demuestre que hay una aplicacion lineal G: V — ► V tal que G o F = 7 . 

(d) La aplicacion G que aparece en (c) £tiene la propiedad F o G = 7? 

13. Sea V un espacio vectorial y sean U y W dos subespacios. Suponga que V es la 
suma directa de U y W } esto es, 

V=U + W y UnW =*{<)}• 

Sea X: U X W — ► V la aplicacion tal que 

X(u, tu) = u -{- w. 

Demuestre que X es una aplicacion lineal biyectiva. (Que una aplicacion lineal sea 
biyoctiva significa que es inyectiva y suprayectiva.) 


CAPITULO VI 


Productos escalares 
y ortogonalidad 


VI, §1. Productos escalares 

Sea V un espacio vectorial. Un producto escalar sobre V es una asociacion 
que a cualquier par de elementos (v,w) de V le asocia un numero, denotado 
con (v,w) , que satisface las siguientes propiedades: 

PE 1. Tenemos que (v,w) = (w } v) para todos los v y w en V . 

PE 2. Si ii, v y w son elementos de V , entonces 

(u, v -f tt;) = (u, v) + (u, w). 

PE 3. Si x es un numero, entonces 

(xu, v) = x(u , v) = (u,xv). 

'Fambien supondremos que el producto escalar satisface la siguiente condicion: 
PE 4. Para todo v en V tenemos que (i>,v) > 0 y (v,v) > 0 si v ^ O . 

Un producto escalar que satisface esta condicion se conoce como definitiva- 
mente positivo. 

En lo que resta de esta seccion supondremos que V es un espacio vectorial 
con un producto escalar definitivamente positivo . 
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Ejemplo 1. Sea V = R n , y defina 

(X,Y) = XY 

para los elementos X y Y de R”. Entonces este es un producto escalar defini- 
tivamente positivo. 

Ejemplo 2. Sea V el espacio de funciones continuas con valores reales en 
el intervalo [ — 7r, 7r] . Si / y g estan en V , definimos 

( f,g) = J f(t)g(t)dt. 

Algunas propiedades sencillas de la integral muestran que este es un producto 
escalar, que es, en efecto, defmitivamente positivo. 

En calculo estudiamos el segundo ejemplo, que da origen a la teoria de las 
series de Fourier. En este libro solo estudiamos las propiedades generales de 
los productos escalares y sus aplicaciones a espacios euclidianos. Se emplea la 
notacion ( , ) porque, al trabajar con espacios vectoriales de funciones, el usar 
un punto / • g se puede confundir con el producto ordinario de funciones. 

Igual que en el caso de producto interior, definimos los elementos v , w de V 
como ortogonales o perpendiculares entre si, y escribimos vl.w , si (v,w) = 
0. Si S es un subconjunto de V, denotamos con S ± el conjunto de todos los 
elementos w de V que son perpendiculares a todos los elementos de S, i.e., 
tales que (tu, u) = 0 para todo v en S. Luego, usando PE 1, PE 2 y PE 3 
se verifica facilmente que S 1 es un subespacio de V , conocido como el espacio 
ortogonal de S. Si w es perpendicular a S, escribimos tambien wJLS. Sea U 
el subespacio de V generado por los elementos de 5. Si w es perpendicular a 
S y si v\ y estan en S', entonces 

(w, vi + vi) = (w, vi) + (u), v 2 ) = 0. 

Si c es un numero, entonces 

(w, cvi) = c(w i iq) = 0. 

En consecuencia, w es perpendicular a las combinaciones lineales de elementos 
de S y, por tanto, w es perpendicular a U . 


Ejemplo 3. Sea (a t; ) una matriz de m x n y sean . . . , A m sus vectores 
renglon. Sea X = (a?i, . . . , a? n ) como de costumbre. El sistema de ecuaciones 
lineales homogeneas 

aii^i +•■•+ ainXn = 0 


(**) 


a m\ x \ H a mn x n — 0 
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tambien se puede escribir en forma abreviada usando cl producto interior de la 
forma siguiente: 

A 1 -X = 0, A m >X=0. 

El conjunto de soluciones X de este sistema homogeneo es, por consiguiente, 
el conjunto de todos los vectores perpendiculares a Ai, . . . , A m . Por tanto, es 
el subespacio de R n que es el subespacio ortogonal al espacio generado por 
Ai, . . . A m . Si U es el espacio de soluciones, y si W denota el espacio generado 
por A i , . . . A m , tenemos 

U^W 1 . 

Decimos que dim U es la dimension del espacio de soluciones del sistema 
de ecuaciones lineales. 


Igual que en el Capitulo I, definimos la longitud o norma de un elemento 
v € V como 

INI = >/(«.«)• 

Si c es cualquier numero, entonces de inmediato obtenemos 


IMI = MINI* 

debido a que 

||cv|| = y/(cv } cv) - y/c 2 (v,v) = \c\\\v\\. 

Asi, vemos que el mismo tipo de argumentos usados en el Capitulo I se puede 
emplear en esta parte. De hecho, cualquier argumento dado en el Capitulo I que 
no use coordenadas se aplica a nuestra situacion mas general. Al avanzar en el 
tema veremos mas ejemplos. 

Igual que antes, decimos que un elemento v £ V es un vector unitario si 
|| v || = l. Si v eV y v £O t entonces v/||v|| es un vector unitario. 

Las siguientes dos identidades se infieren en forma directa de la definicion de 
longitud. 

El teorema de Pitagoras. Si v , w son perpendiculares entre si, entonces 

lh> + HI 2 = IMI 2 + IMI 2 - 


La ley del paralelogramo. Para cualesquiera v y w tenemos que 

||v + HI 2 + \\ v ~ 'HI 2 = 2 II^I| 2 + 2 II U 'H 2, 

Las pruebas son triviales. Damos la primera y dejamos la segunda como ejercicio. 
Para la primera, tenemos que 


\\v 4- w|| 2 = (v 4- w f v 4- w) = (v, v) 4- 2(v } w) 4- (w, tv) 

= Nl 2 + IHI 2 - 

Sea w un elemento de V tal que ||u>|| ^ 0. Para cualquier v existe un unico 
numero c tal que v — cw es perpendicular a w. Ciertamente, para que v — cw 
sea perpendicular a debemos tener 

(u — cw , w) = 0, 
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de ahf que (u ; w) — (cw,w) = 0, y {v, w) = c(w,w ). Por tanto, 

c _ 

(w, w) 

Reciprocamente, al hacer que c tome este valor se muestra que v — cw es per- 
pendicular a w. Decimos que c es la componente de v a lo largo de w. 

En particular, si w es un vector unitario, entonces la componente de v a lo 
largo de w es simplemente 

c = (v, w). 

Ejemplo 4. Sea V = R n con el producto escalar usual, i.e., el producto 
interior. Si Ei es el i-esimo vector unitario y X = (xi, . . . , x n ) , entonces la 
componente de X a lo largo de E{ es sencillamente 

X • Ei — , 

esto es, la i-esima componente de X . 

Ejemplo 5. Sea V el espacio de funciones continuas sobre [ — 7r, tt] . Sea / 
la funcion dada por f(x) = senkx , donde Ar es algun entero > 0. Entonces, 

a ir \ !/ 2 

sen 2 fca: dxj 

= \pK . 

Si g es cualquier funcion continua sobre [ — 7r, 7 r] , entonces la componente de g 
a lo largo de / tambien se conoce como coeficiente de Fourier de g con 
respecto a /, y es igual a 

(?’ ,, /) i. f g(x) sen Jcxdx. 

\J > /) ) K J—n 

Como en el caso del espacio de n dimensiones, definimos la proyeccion de 
v a lo largo de w como el vector cw, a causa de nuestra representacion usual: 



Ahora se pueden usar exactamente los mismos argumentos que dimos en el 
Capftulo 1 para obtener la desigualdad de Schwarz, a saber, 
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Teorema 1.1. Para todos los v y w £ V tenemos 

< IMIIMI- 

Demos tracion. Si w = 0, entonces ambos lados son iguales a 0 y nuestra 
desigualdad es obvia. Ahora bien, suponga que w ^ O. Sea c la componente 
de v a lo largo de w . Escribimos 

v = v — cw 4- cw. 

Entonces v — cw es perpendicular a cw, de manera que, por Pitagoras, 

HI 2 = ||® - HI 2 + IMI* 

= ||u - ctu|| 2 + |c| 2 IIHI 2 - 

Por consiguiente, \c\ 2 ||u>|| 2 < ||v|| 2 y al extraer raices cuadradas se obtiene 

MINI < IM|. 

Pero c = (v,w)/\\w\\ 2 . Entonces un factor ||w|| se cancela y, al multiplicar 
ambos miembros de la desigualdad por ||w|| , se obtiene 

|{v,w)| < IMIIML 

lo que prueba el teorema. 

Teorema 1.2. Si v y w G V , entonces 

||v + HI ^ W V W + IMI- 

Demostracion . Es exactamente la misma que la del teorema arialogo que apa- 
rece en el Capitulo I, section §4. 

Sean v \ , . . . , v n elementos no nulos de V y mutuamente perpendiculares, esto 
es, (vi, Vj) = 0 si i j . Sea c t - la componente de v a lo largo de v* . Entonces 

V - CiVi c n v n 

es perpendicular a v \ , . . . , v n . Para ver esto, todo lo que tenemos que hacer es 
considerar el producto con Vj para cualquier j . Todos los terminos que incluyen 
{vi,Vj) daran 0 si i =£ j , y tendremos dos terminos restantes 

(v,Vj) - Cj(Vj t Vj) 

que se cancelan. Asi, al restar combinaciones lineales como antes, se ortogonaliza 

v con respecto a . . . , v n . El siguiente teorema muestra que cit>i H b c n v n 

da la mejor aproximacion a v como combination lineal de Vi , . . . , v n • 

Teorema 1.3. Sean v\ , vectores mutuamente perpendiculares y 
tales que ||t?j|| ^ 0 para todo i. Sea v un elemento de V y sea c,- la 
componente de v a lo largo . Sean ai, . . . , a n mimeros. Entonces 

\\v - Efc=i c k v k \\<\\v-Tr k9l a k v k \\. 
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Demostracion. Sabemos que 

v - Efc= 1 C k v k 

es perpendicular a cada v,- , i = 1, . . . , n . En consecuencia, es perpendicular a 
cualquier combinacion lineal de v\ , . . . , v n . Ahora tenemos: 

lb“ E a * v *lP = lb - E c * v * + E( c * - afcWII 2 

= lb - Ecfcvtll 2 + 1| £(c* - atKll 2 
por el teorema de Pitagoras. Esto prueba que 

lb-E c * v *ll 2 < lb - E«fc^ll 2 . 

con lo que nuestro teorema esta probado. 

Ejemplo 6. Considere el espacio vectorial V de todas las funciones conti- 
nuas sobre el intervalo [0,27r] . Sea 

9k(x) = coskx, para fc = 0,1,2, 

Usemos el producto escalar 

f 2ir 

>9)= f(x)g(x)dx. 

Jo 

Entonces se verifica facilmente que 

Iboll = y Ib*|| = Vtt para k > 0. 

El coeficiente de Fourier de / con respecto a g *. es 
1 / 2ir 

Cfc = — / f(x)coskx,dx, para k > 0. 

ft Jo 

Si tomamos vjc = gk para k = 1, . . . , n, entonces el Teorema 1.3 nos dice que la 
combinacion lineal 

co + ci cos x + C 2 cos 2x + h c n cos nx 

da la mejor aproximacion a la funcion / entre todas las posibles combinaciones 
lineales 

Go + ai cos x H h a n cos nx 

donde a 0 , ai, . . . , a n son numeros reales arbitrarios. Dicha suma se conoce como 
suma parcial de la serie de Fourier. 

En forma analoga, podriamos tomar combinaciones lineales de las funciones 
sen kx . Esto conduce a la teorfa de las series de Fourier. En este libro no vamos 
a profundizar mas. Solamente quisimos serial ar la analogia y la utilidad del 
lenguaje geometrico y el formalismo al trabajar con estos objetos. 

El siguiente teorema se conoce como la dosigualdad do Bossol. 
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Teorema 1.4. Si t?i, . . . , v n son vectores unitarios mutuamente perpendi- 
culares, y si c,- es el coeficiente de Fourier de v con respecto a Vi , entonces 



Demostracion. Tenemos que 


0 < (v - Y^WiiV- 
= (v, v) - £ 2c, (v, Vi) + £ C, ? 
= {v,v)-J2cl 


A partir de esto se infiere niiestra desigualdad. 

Ejercicios VI, §1 

1. Sea V un espacio vectorial con un producto escalar definitivamente positivo. Sean 
vi t . . . , v r elementos de V , distintos de cero, que son mutuamente perpendiculares, 
lo que signiiica que (vi,vj) = 0 si t ^ j . Demuestre que t>i, . . . , v r son linealmente 
independientes. 

El siguiente ejercicio proporciona un ejemplo importante de un producto escalar . 

2. Sea A una matriz simetrica de n x n. Dados dos vectores columna X y Y £ R 77 , 


defina 


(A, Y) = t XAY. 


(a) Muestre que este sfmbolo satisface las primeras tres propiedades de un producto 
escalar. 

(b) De un ejemplo de una matriz de 1 X 1 y una matriz no nula de 2 x 2 tales 
que no se satisfaga la cuarta propiedad. Si esta cuarta propiedad se satisface, 
esto es, *XAX > 0 para todo X / O, entonces la matriz A se denomina 
definitivamente posit iva. 

(c) De un ejemplo de una matriz de 2 x 2 que sea simetrica y definitivamente 
positiva. 

(d) Sea a > 0 , y sea 



Pruebe que A es definitivamente positiva si, y solo si, ad — b 2 > 0 . [Sugerencia: 
Sea X — *(x,y) y complete el cuadrado en la expresion t XAX.] 

(e) Si a < 0, muestre que A no es definitivamente positiva. 

3. Determine si las siguientes matrices son definitivamente positivas. 
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La traza de una matriz 


4. Sea A una matriz de n x n. Defina la traza de A como la suma de los elementos 
diagonales. Asi, si A = (a tJ ) , entonces 


Por ejemplo, si 


= EL ««• 

-a O' 


entonces tr(A) = 1 -f 4 = 5. Si 



A = 


entonces tr(A) = 9 . Calcule la traza de las siguientes matrices: 

/ 1 7 3\ / 3 -2 4\ (-2 1 1\ 

(a.) ( -1 5 2 (b) 1 4 1 (c) 3 4 4 

V 2 3 -4/ V —7 -3 -3/ \ —5 2 6/ 

5. (a) Demuestre que tr(A) = tr( t A) para cualquier matriz cuadrada A. 
(b) Demuestre que la traza es una aplicacion lineal. 

6. Si A es una matriz cuadrada simetrica, demuestre que tr(AA) > 0 . 

7. Sean A y B las matrices indicadas. Muestre que 

tr(A£) = tr (BA). 


B = 


B = 


8. (a) Pruebe en general que, si A y B son matrices cuadradas de n x n, entonces 

tr (AB) = tr (BA). 

(b) Si C es una matriz de n x n que tiene una inversa, entonces tr^C^AC) = 
tr (A). 




9. Sea V el espacio vectorial de las matrices simetricas de n x n. Para Ay B £ V , 
defina el simbolo 

(A 9 B) = H(AB), 

donde tr es la traza (suma de los elementos diagonales). Demuestre que las pro- 
piedades anteriores, en particular, implican que esta define un producto escalar 
definitivamente positivo sobre V . 

bos lOjcrcicios 10 a 13 tratan del producto escalar en el contexto referente al calculo. 
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10. Sea V el espacio de las funciones continuas sobre [0, 2x] y suponga que el producto 
escalar esta dado por la integral sobre este intervalo como aparece en el texto, esto 
es, 

/•27T 

{/,?)= / f{x)g(x)dx. 

Jo 

Sea g n (a:) = cos nx para n > 0 , y h m (x) = sen mx para m > 1 . 

(a) Muestre que ||0 O || = ||0n|| = ||^n|| = V* para n> 1. 

(b) Muestre que g n -L g™ si m ^ u, y g n _L hm para todos los m, n. Sugerencia,: 

Use fomulas como las siguientes: 

sen A cos B = |[sen(A -f B) -f sen(A — B)] 

cos A cos B = |[cos(A + 5) + cos(A — 5)]. 

11. Sea f(x) — x en el intervalo [0,2 tt]. Encuentre (/, g n ) y (f,h n ) para la^ funciones 
Qn y h n del Ejercicio 10. Encuentre los coeficientes de Fourier de / con respecto a 
gn y h n . 

12. La misma pregunta que en el Ejercicio 11 pero con f(x) = x 2 . (Los Ejercicios 10 y 
11 brindan al lector un repaso de algunas integrales element ales del calculo.) 

13. (a) Sea f(x) = x en el intervalo [0, 27r]. Encuentre ||/||. 

(b) Sea f (x) = x 2 en el mismo intervalo. Encuentre ||/|| . 

VI, §2. Bases ortogonales 

A todo lo largo de esta seccion consideramos que V es un espacio vectorial con 
un producto escalar definitivamente positivo. Se dice que una base {vi, . . . , v n ) 
de V es ortogonal si sus elementos son mutuamente perpendiculares, i.e., si 
vj) = 0 , siempre que i ^ j. Si ademas cada elemento de la base tiene norma 
igual a 1, entonces la base se llama ortonormal. 

Ejemplo 1. Los vectores unitarios canonicos 

Eu-'*)E n en R n 

forman una base ortonormal de R n . Ciertamente, cada uno tiene norma igual 
a 1 y son mutuamente ortogonaleSj esto es, 

Ei • Ej - 0 si i ^ j. 

Por supuesto, hay muchas otras bases ortonormales de R n . 

En el siguiente sentido, este ejemplo es representative. 

Sea {ei,...,e n } una base ortonormal de V . Cualquier vector v € V so 
puede escribir en terminos de coordenadas de la manera siguiente: 

v = x\e\ H h x n e n donde X{ G R‘ 

Denotemos con w otro elemento de V y escribamos 

w = y x ei + b y n ^n donde ?/* € K 
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Entonces 

(v,w) = (x^d + •• • + *„e„,yiei + 1- y n e n ) 

= E,, i= 1 ( x i e i i Vj e j ) 

E n 

•=l *%Vi 

debido a que {e,-, ej) = 0 para i ^ j . En consecuencia, si X es la n-tupla de 
coordenadas de v y Y es la n-tupla de coordenadas de tu, entonces 

(v,w) =X-Y 

de manera que el producto escalar esta dado precisamente como el producto 
interior de las coordenadas. Este es uno de los usos de las bases ortonormales: 
identificar el producto escalar con el conocido producto interior. 

Ejemplo 2. Considere R 2 . Sean 

A = ( 1 , 1 ) y B = (1, — 1). 

Entonces A B = 0 , de manera que A es ortogonal a B , y A y B son linealmente 
independientes. Por tanto, forman una base de R 2 y, de hecho, forman una base 
ortogonal de R 2 . Para obtener de ellos una base ortonormal, dividimos a cada 
uno entre su norma, de manera que una base ortonormal esta dada por 

(vl’vi) y (vl’vl) - 

En general, suponga que tenemos un subespacio W de R n , y sea A \ , . . . , A r 
cualquier base de W . Queremos obtener una base ortogonal de W, para lo 
cual aplicamos un proceso de ortogonalizacion paso a paso. Comenzamos con 
Ai = Bi . Luego tomamos A 2 y restamos su proyeccion a lo largo de A\ para 
obtener un vector B 2 . Luego tomamos A% y restamos su proyecciones a lo largo 
de B\ y B 2 para obtener un vector £3 . Despues tomamos A\ y restamos sus 
proyecciones a lo largo de B \ , B 2 y B3 para obtener un vector B4 . Continuamos 
de esta manera, lo que finalmente nos llevara a una base ortogonal de W . 

Enunciamos este hecho como un teorema y lo probamos en el contexto de 
espacios vector iales con un producto escalar. 

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial de dimension Unit a, con un 
producto escalar defmitivamente positivo. Sea W un subespacio de V y 
sea una base ortogonal de W . Si W ^ V , entonces existen 

elementos w m +i , . . . , w n de V tales que {u?i, . . . , tu n } es una base ortogonal 
de V. 

Demostracion. El metodo usado en la demostracion es tan importante como el 
teorema, y se conoce como proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. 
Sabemos por el Capftulo III, seccion § 3 , que po demos encontrar elementos 
v m +i, . . . , v n de V tales que 

{l^l, . . . , W my Vm+l , . . . , 
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es una base de V . Por supuesto, no es una base ortogonal. Sea W m +i el espacio 
generado por wi . . . ,w m ,v m+ i . Primero obtendremos una base ortogonal de 
W m +i • La idea consiste en considerar v m ^i y restarle su proyeccion a lo largo 
de w\, , w m ■ Asi, hagamos 

_ (n m +i,^i) _ 

Cl ~ (w 1 ,w 1 ) ’ ' m {w m ,w m ) 

Sea 

W m +i — Vm+l — c l w l — • • * — C m W m . 

Entonces es perpendicular a W \ ) . . . , w m . Ademas, w m + i / O (en caso 

contrario v m +i seria linealmente dependiente de uq, . . . , t^m), y v m +\ pertenece 
al espacio generado por w \, . . . , u> m +i debido a que 

v m + 1 — + C\Wi + h CmW m . 

En consecuencia, {wi, . - - es una base ortogonal de W m + i- Podemos 

proceder ahora por induccion, mostrando que el espacio PPm+5 generado por 

w-i, . . . tW mi v m +i 9 . > . ,v m + 8 

tiene una base ortogonal 

{u>l, . • - * • • )W m + s } 

donde s = 1, . . . ,n — m. Esto concluye la prueba. 

Corolario 2.2. Sea V un espacio vectorial de dimension Bnita con un 
producto escalar deBnitivamente positivo. Suponga que V ± {0 } . Entonces 
V tiene una base ortogonal. 

Demostracion. Por hipotesis, existe un elemento v\ de V tal que v\ ^ 0 
Supongamos que W es el subespacio generado por tq y apliquemos el teorem<>. 
para obtener la base deseada. 

Resumamos el procedimiento del Teorema 2.1 una vez mas. Suponga que 
se nos da una base arbitraria {tq, . . . , t/ n } de V. Deseamos ortogonalizarla. 
Procedamos de la manera siguiente. Hagamos 


v[ = v u 


(V2,v'i). 




V 3 = V 3 


( V V V l) 


(V3,V[) , 
v l, 


, (t>n,«n-l) 

v n ~ v n /, i \ v n - 1 

Wi-1> v n- 1/ 

Entonces {nj, . . . ,t^} es una base ortogonal. 

Dada una base ortogonal, siempre podemos 
dividiendo cada vector entre su norma. 


_ (VnM) ; 

1- 

obtener una base ortonormal 
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Ejemplo 3. Encuentre una base ortonormal para el espacio vectorial gene- 
rado por los vectores (1, 1,0,1), (1,-2, 0,0) y (1,0, -1,2). 

Denotemos estos vectores con A, B y C. Sea 

BA 


B' = B — 


A- A 


A. 


En otras palabras, restamos de B su proyeccion a lo largo de A . Entonces B' 
es perpendicular a A . Encontramos que 

B' = a(4, —5,0, 1). 

Ahora restemos de C su proyeccion a lo largo de A y B ' , asi que hacemos 

CB' 


C' = C-^4a. 


B'. 


A- A ' B' B r 

Como A y B 1 son perpendiculares entre si, al considerar el producto escalar 
de C" con A y B* se muestra que C ' es perpendicular tanto a A como a B f . 
Encontramos que 

C" = i(-4,-2,-l,6). 

Los vectores A, B f y C f son no nulos y mutuamente perpendiculares. Pertene- 
cen al espacio generado por A, B y C . En consecuencia, constituyen una base 
ortogonal para ese espacio. Si deseamos una base ortonormal, dividimos estos 
vectores entre su norma, y asi obtenemos 

Plf = vf (1,1 ’ M) ’ 

Pf = ^2 (4 ’ _5 ’ 0,1) ’ 


C' 


1 


Ill'll VS7 


(—4, —2,— 1,6), 


como una base ortonormal. 


Ejemplo 4. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de 
la ecuacion lineal 

3# — 2y 4- 2 = 0. 

Primero encontramos una base, no necesariamente ortogonal. Por ejemplo, 
demos a 2 un valor arbitrario, digamos z — 1 . Por tanto, tenemos que satisfacer 

3x — 2y = -1. 

A simple vista, hacemos x = 1 , y = 2 o bien x — 3 , y — 5 , esto es, 

A — (1)2, 1) y B = (3,5,1). 

Entonces se puede verificar facilmente que A y B son linealmente independien- 
tes. Por <4 Teorema 4.3 del Capitulo 4, el espacio de soluciones tiene dimension 
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2, de manera que A y B forman una base de ese espacio de soluciones. Para 
obtener una base ortogonal, comenzamos con A. Entonces hacemos 

C =B — proyeccion de B a lo largo de A 



Entonces { A,C } es una base ortogonal del espacio de soluciones. Algunas veces 
es conveniente eliminar el denominador. Podemos usar 

A = (1,2,1) y D = (2, 1,-4) 

en forma satisfactoria como una base ortogonal de ese espacio. Como compro- 
bacion, sustituya en la ecuacion original para ver que estos vectores dan solu- 
ciones, y tambien verifique que A ■ D = 0, de manera que son perpendiculares 

entre si. 

Ejemplo 5. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de 
las ecuaciones homogeneas 

3x - 2 y + z + w = 0, 
x + y + 2iu = 0. 

Sea W el espacio de soluciones de R 4 . Entonces W es el espacio ortogonal 
a los dos vectores 

(3, -2, 1,1) y (1, 1,0,2). 

Estos, por supuesto, son linealmente independientes. (Por ejemplo, mediante 
distintos argumentos el lector puede probar facilmente que la matriz 

( 1 !) 

tiene rango igual a 2). En consecuencia, 

dim VE = 4 — 2 = 2. 

A continuacion hallamos una base para el espacio de soluciones. Pongamos 
w = 1 y resolvamos el sistema 

Zx — 2y + z = — 1, 
x + y - -2, 

mediante eliminacion ordinaria. Si ponemos y = 0 obtenemos una solucion con 
x = — 2 y 

z = — 1 — 3x + 2y = 5. 

Si ponemos y = 1 , obtenemos una solucion con x = 3 y 

z = -1 -3* + 2y= 10. 
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Asi, obtenemos las dos soluciones siguientes: 


A = (-2,0, 5,1) y B = (—3, 1, 10, 1). 

(Para comprobar, sustituya en el sistema de ecuaciones original para ver que no 
se ha cometido ningun error de computo.) Estas dos soluciones son linealmente 
independientes, debido a que, por ejemplo, la matriz 

(;: :) 

tiene rango 2. En consecuencia, {A, B) es una base para el espacio de soluciones. 
Para encontrar una base ortogonal, ortogonalizamos B , para obtener 


B' = B - 


BA 
A- A 


A = 


B - 



Tambien podemos eliminar denominadores y hacemos C — 10 B ' , de manera que 
C = (-30, 10, 100, 10) - (-38, 0, 95, 19) 


= (8, 10, 5, -9) 


Entonces { A,C } es una base ortogonal para el espacio de soluciones. (Com- 
pruebe de nuevo sustituyendo en el sistema de ecuaciones, y tambien verifique 
la perpendicularidad viendo directamente que A ■ C = 0 .) 

Tambien se puede encontrar una base ortogonal sin adivinar soluciones por 
simple vista o por eliminacion desde el comienzo, de la siguiente manera. 

Ejemplo 6. Encuentre una base para el espacio de soluciones de la ecuacion 

Sx — 2 y -j- z ~ 0. 

El espacio de soluciones es el espacio ortogonal al vector (3, -2,1) y, por 
tanto, tiene dimension igual a 2. Por supuesto, hay muchas bases para este 
espacio. Para encontrar una, primero extendemos (3, -2, 1) = A a una base de 
R . Hacemos esto seleccionando vectores B y C de manera que A, B y C 
sean linealmente independientes. Por ejemplo, tome 

B = ( 0 , 1 , 0 ) 

y 

c = (0,0,1). 

Entonces A, B y C son linealmente independientes. Para ver esto, procedemos 
como de costumbre. Si a, b y c son numeros tales que 

ciA + bB -f- cC =■ 0, 

entonces 

3a = 0, 

— 2a -f- 6 = 0, 
a + c = 0. 
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Esto se resuelve facilmente para ver que a = b = c = 0,de modo que A , B y C 
son linealmente independientes. Ahora debemos ortogonalizar estos vectores. 
Sea 


B’ = B-\ B ’ A Ia = 


[A, A) 

\1 1 1 ) 


{' C,B ') , 

(A, A) 



= (0,0,l)-£(3,— 2,1)-£(3,5,1). 

Entonces {£',C'} es una base para el espacio de soluciones de la ecuacion 
dada. Como el lector puede ver, este procedimiento es ligeramente mas largo 
que el de adivinar primero, e incluye una ortogonalizacion mas que el 
Ejemplo 4. 

En el Teorema 2.1 obtuvimos una base ortogonal para V al comenzar con una 
base ortogonal para un subespacio. Ahora observemos la situacion de manera 
mas simetrica. 

Teorema 2.3. Sea V un espacio vectorial de dimension n, con un pro- 
ducto escalar definitivamente positivo . Sea {u>i, . . . , w r , u\, . . . , «,} una base 
ortogonal para V . Sea W el subespacio generado por wi , . . . , w r y sea U el 
subespacio generado por t/i, . . . , u s . Entonces U = W L , o bien , por simetna, 
W = [/“*" . En consecuencia, para cualquier subespacio W de V tenemos la 
siguiente reiacion: 

dim W + dim W L = dim V. 

Demostracion. Probaremos que W L C U y U C W 1 , de manera que 
W ± = U. 

Primero sea v € W 1 . Existen numeros a; (i = 1, . . . , r) y bj (j = 1 , . . . , s) 
tales que 

v = £i=l a i w i + E’=1 h i u i • 

Como v es perpendicular a todos los elementos de W , tenemos, para cualquier 
k=z 

0 = v • w k = ^2 diWi • w k -f ^2 bj Uj • w k 
= a k w k • w k 

debido a que W{-w k = 0 si i ^ k , y Uj *w k = 0 para todo j . Como w k -Wk ^ 0 , se 
inhere que a k = 0 para todo k = 1, . . . , r , de manera que v es una combinacion 
lineal de u \ , . . . , u 8 y t; G U . Asi, IV* 1 - C . 

Reciprocamente, sea v E J/, de manera que v es una combinacion lineal d<* 
Ui,. . . ,u s . Como {tni, . . . ,w r) txx, .. . ,u s } es una base ortogonal de V, se inhere 
que cada uj es perpendicular a W, por lo que el propio v es perpendicular a 
W , de modo que U C W L .. Por consiguiente, hemos probado que U = W 1 . 
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Por ultimo, el Teorema 2.1 muestra que la situacion anterior se aplica a 
cualquier subespacio W de V y, por la definicion de dimension, 

dim V = r + s = dim W + dim W -1 , 
concluyendo asi la prueba del teorema. 

Ejemplo 7. Considere R 3 . Sean A y B dos vectores linealmente indepen- 
dientes en R 3 . Entonces el espacio de vectores que son perpendiculares tanto 
a A como a B es un espacio de dimension 1. Si {N} es una base para este 
espacio, cualquier otra base para este espacio es del tipo {tN} , donde t es un 
numero ^ 0. 

De nuevo en R 3 , sea N un vector no nulo. El espacio de vectores perpen- 
diculares a N es un espacio de dimension 2, es decir, un piano que pasa por el 
origen O. 

Observacion. El Teorema 2.3 brinda una nueva prueba del hecho de que 
el rango por renglones de una matriz es igual a su rango por columnas. En 
efecto, sea A = (a i; ) una matriz de rax n. Sea S el espacio de soluciones de la 
ecuacion AX = O , de manera que S = Ker La . Por el Teorema 3.2 del Capitulo 
IV, tenemos que 

dim S + rango por columnas = n, 

dado que la imagen de La es el espacio generado por las columnas de A . 

Por otro lado, S es el espacio de vectores en R n perpendiculares a los ren- 
glones de A, de manera que, si W es el espacio renglon, entonces S = W 1 . Por 
consiguiente, por el Teorema 2.3 obtenemos 

dim 5 + rango por renglones = n. 

Esto prueba que rango por renglones — rango por columnas. De alguna manera, 
esta es una prueba conceptual mas satisfactoria de la relacion que la que se hizo 
con anterioridad empleando operaciones por renglones y por columnas. 

Para concluir esta seccion senalaremos cierta notacion util. Sean X y Y £ 
R n y consideremos X y Y como vectores columna. Denotemos con ( , ) el 

producto escalar canonico sobre R n . Asf, por definicion, 

(X,Y) =*XY. 

En forma analoga, sea A una matriz de n x n. Entonces 

(X,AY) = l XAY = \ t AX)Y = (UX, Y). 

Por tanto, obtenemos la formula 

(X,AY) = <*AX,Y). 


La transpuesta de la matriz A corresponde a transponer A a X A de un lado del 
producto escalar al otro. Esta notacion se usa con frecuencia en aplicaciones, lo 
cual es una de las razones de que se mencione en esta parte. 
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J'jercicios VI, §2 

1. Encuentre bases ortonormales para los subespacios de R 3 generados por los siguien- 
tes vectores: 

(a) (1, 1,-1) y (1,0,1), 

(b) (2,1,1) y (1,3, -1). 

2. Encuentre una base ortonormal para el subespacio de R 4 generado por los vectores 
(1,2, 1,0) y (1,2, 3,1). 

3. Encuentre una base ortonormal para el subespacio de R 4 generado por (1, 1,0, 0), 
(1,-1, 1,1) y (-1,0,2, 1). 

4. Encuentre una base ortogonal para el espacio de soluciones de las siguientes ecua- 
ciones. 

(a) 2x + y - z = 0 (b) x - y -f * = 0 

y + z — 0 

(c) 7 y— 7rz = 0 (d) x + y 4* z = 0 

2x— y+ z = 0 x - y =0 

y +Z = 0 

En los siguientes ejercicios, consideremos el espacio vectorial de las funciones con- 
tinuas sobre el intervalo [0, 1] . Definamos el producto de dos de dichas funciones, f y 
g , mediante la regia siguiente: 

(/,*>= / mg(t)dt . 

Jo 

5. Sea V el subespacio de funciones generado por las dos funciones f(t) =■ t y g(t) = 
t 2 . Halle una base ortonormal para V . 

6. Sea V el subespacio generado por las tres funciones 1 , t, t 2 (donde 1 es la funcion 
constante). Halle una base ortonormal para V . 

7. Sea V un espacio vectorial de dimension finita con un producto escalar definitiva- 
mente positivo. Sea W un subespacio. Demuestre que 

V^W + W 1 - y W'nVT J - = {0}. 

En la terminologia del capftulo anterior, esto significa que V es la suma directa de 
W y su complemento ortogonal. [Use el Teorema 2.3.] 

8. En el ejercicio 7, demuestre que (VU ± ) J - = W . i,Por que resulta esto inmediato a 
partir del Teorema 2.3? 

9. ( a ) Sea V el espacio de las matrices simetricas de n x n. Con respecto a A y 

B G V , defina 

{A,B) = tr(AB), 

donde tr es la traza (suma de los elementos de la diagonal). Demuestre que esto 
satisface todas las propiedades de un producto escalar definitivamente positivo. 
(El lector quizas haya hecho esto como ejercicio en una seccion anterior.) 

(b) Sea W el subespacio de las matrices A tales que tr(yl) = 0. ^Cual es la 
dimension del complemento ortogonal de W, relativo al producto escalar que 
aparece en el inciso (a)? Proporcione una base explfcita para este complemento 
ortogonal. 
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10. Sea A una matriz simetrica de n x n. Sean X y Ye R n valores propios para 
A , esto es, suponga que existen numeros a y b tales que AX = aX y AY = bY . 
Suponga que a ^ 6, y pruebe que AT y Y son perpendiculares entre si. 


VI, §3. Aplicaciones bilineales y matrices 

Sean U , V y W espacios vectoriales, y sea 

<p:U xV 

una aplicacion. Decimos que (p es bilineal si, para cada u E U fija, la aplicacion 

v i— ► <p(u, v) 

es lineal y, para cada v E V fija, la aplicacion 

u *-► <p(u, v) 

es lineal. La primera condicion desarrollada es la siguiente: 

Cp(u, Vl + v 2 ) = <p(u, 1)1 ) + (p(u, v 2 ), 

<p(u, cv ) = c<p(u, v), 

y del mismo modo para la segunda condicion en el otro lado. 


Ejemplo. Sea A una matriz de m x n, A — (aij) . 
aplicacion 

<p A : R m x R n — R 

al hacer 

<Pa(X,Y) = *XAY, 

la cual, desarrollada, tiene el siguiente aspecto: 


Podemos definir una 



Se supone que nuestros vectores X y Y son vectores columna, de manera que x X 
es un vector renglon, tal como se muestra. Entonces x X A es un vector renglon 
y x XAY es una matriz de 1x1, i.e., un numero. Asf, (p A aplica parejas de 
vectores en los reales. Dicha aplicacion <p A satisface propiedades similares a las 
de un producto escalar. Si fijamos X , entonces la aplicacion Y x X AY es 

lineal, y si fijamos Y , entonces la aplicacion X h-» x XAY tambien es lineal. En 
otrcis palabras, al fijar X tenemos 


<Pa(X, Y + Y') = <p A (X, Y) + <p A {X, Y% 
<p A (X,cY) = c l p A (X,Y), 
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y en forma analoga si fijamos Y . Esto solo es una reformulacion de las propie- 
dades de la multiplicacion de matrices, a saber , 

‘X,4(y + 7') = *XAY + 1 XAY 

*XA(cY) = c'XAY. 


En conveniente desarrollar la multiplicacion f X A Y como suma. Observe que 
j-esima componente de l X A = E;-i x i a ij > 


y, asi, 


( x^y = e;=i Er=i wwi = e; = i tz i 


Ejemplo. Sea 



SiX= {Z) 3 Y= {l ) enlonces 

x XAY - x x yi + 2 x x y 2 + 3z 2 yi - * 21 / 2 - 

Teorema 3.1. Dada una apJicadon bilineal ip: R m x R n — ► R, existe una 
matriz unica A tal que tp = <fA , be., ^ <? ue 

¥? (x,y) = t xAy. 

Demos t radon. El enunciado del Teorema 3.1 es similar al enunciado para 
represent ar aplicaciones mediante matrices, y su prueba es una extension de las 
pruebas anteriores. Recuerde que usamos las bases canonicas para R a fin 
de probar estos resultados anteriores, y que usamos coordenadas. En este caso 
hacemos lo mismo. Sean E 1 , . . . , E m los vectores unitarios canonicos para R , 
y sean t/ 1 , . . . , U n los vectores unitarios canonicos para R n . Entonces podemos 
expresar cualquier X G R m como 


x = YZi 

y cualquier Y G R n como 

Y*T2=iVtV j - 

Entonces, 

<p{X,Y) = v{xiE l + • • • + x m E m ,y 1 U 1 + ■ • • + y n U n ). 


A I usar la linealidad por la izquierda, encontramos que 

<p(X,Y) = E"i + ••■ + ! lnU n ). 

Al usar la linealidad por la derecha, encontramos que 

<p(X,Y) = YT=i E ; Ei XiViViE^Ui). 

Sea 

nij = <p(E\ W ). 


[VI, §3] 


Aplicaciones bilineal es y matrices 


177 


Entonces vemos que 

<p(X,Y) = E"= i aijXiy h 

que es precisamente la expresion que obtuvimos para el producto 

x XAY, 

donde A es la matriz (djj) . Esto prueba que <p = para la election de oq-j 
dada anteriormente. 

Tambien es facil probar la unicidad, que se puede formular de la manera 
siguiente. 

Unicidad. Si A y B son matrices de mxn tales que , para todos los vectores 
X y Y (de la dimension apropiada) tenemos 

f XAY =* XBY , 

entonces A — B . 

Demostracion. Como la relacion anterior es valida para todos los vectores X 
y Y, es valida en particular para los vectores unitarios, asi que apliquemos la 
relacion cuando X = E l y Y = U* . Entonces la regia para la multiplicacion de 
matrices muestra que 

'EAU* = ciij y x E { BUi = b i5 . 

En consecuencia, = bij para todos los indices z, j . Esto demuestra que 
A — B. 

Observacion. Las aplicaciones bilineales se pueden sumar y multiplicar por 
escalares. La suma de dos aplicaciones bilineales es, de nuevo, bilineal, y el 
producto por un escalar tambien es bilineal. Por tanto, las aplicaciones bilineales 
forman un espacio vectorial. Verifique las reglas siguientes: 

<pA+B = <PA + <PB y <PcA = C<pA' 

Entonces el Teorema 3.1 se puede expresar diciendo que la asociacion 

A H-+ ip A 

es un isomorfismo entre el espacio de las matrices de m x n y el espacio de las* 
aplicaciones bilineales de R m x R n en R. 

Aplicacion al calculo. Si el lector ha estudiado calculo de varias variables, 
entonces ha asociado con una funcion f de n variables la matriz de las segundas 
derivadas par dales siguientes: 



Se puede considerar esta matriz como la matriz asociada con una aplicacion 
I >i lineal conocida como hessiano. Observe que esta matriz es simetrica, puesto 
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que se puede probar que, para funciones suficientemente suaves, las parciales 
conmutan, esto es 

d 2 f _ d 2 f 

dxidxj dxjdxi 


Ejercicios VI, §3 

1. Sea A una matriz de n X n y suponga que es simetrica, e.i., A = l A. Sea 
<pyi:R n X R n — ► R su aplicacion bilineal asociada. Demuestre que 

<pa(x>y) = <pa(y>x) 

para todos los X y Y G R n y, por tanto, que <p A es un producto escalar, esto es, 
que satisface las condiciones PE 1, PE 2 y PE 3. 

2. Recfprocamente, suponga que A es una matriz de n x n tal que 

VA (X,Y) = va(Y>X) 

para todos los X y Y . Demuestre que A es simetrica. 

3. Desarrolle completamente en terminos de coordenadas la expresion para t XA\ 
cuando A es la siguiente matriz y X y Y son vectores de la correspondiente 


dimension 





CAPITULO VII 


Determinantes 


Durante algun tiempo hemos trabajado con vectores y a menudo hemos sentido 
la necesidad de contar con un metodo para determinar cuando los vectores son 
linealmente independientes. Hasta ahora, el unico metodo disponible para noso- 
tros consistia en resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante el metodo 
de eliminacion. En este capitulo mostraremos un metodo computacional muy 
eficiente para resolver ecuaciones lineales y para determinar cuando los vectores 
son linealmente independientes. 

Los casos correspondientes a los determinantes de2x2y3x3se desarrollaran 
por separado y con todo detalle, debido a que el caso general de determinantes de 
n x n implica una notacion que hace aun mas diffcil entender los determinantes. 
Se omitiran algunas pruebas en el caso de n x n. 

VII, §L Determinantes de orden 2 

Antes de establecer las propiedades generales de un determinante arbitrario, 
consideremos un caso especial. 


Sea 



una matriz de 2x2. Definimos su determinante como ad — be. Por tanto, el 
determinante es un numero, que denotamos como 


a b 
c d 


— ad — be. 
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Por ejemplo, el determinante de la matriz 



es igual a 2 • 4 — 1 * 1 = 7 . El determinante de 

(■: D 

es igual a (—2) • 5 — (—3) * 4 — —10 -f 12 = 2. 

Se puede considerar el determinante como una funcion de la matriz A , o 
tambien como una funcion de sus dos columnas. Sean estas A 1 y A 2 , como de 
costumbre. Entonces escribimos el determinante como 

D(A), Det(A) o D(A\A 2 ). 

Las siguientes propiedades se verifican con facilidad mediante calculos direc- 
tos, que el lector deb era desarrollar por completo. 

Propiedad 1. Como funcion de los vectores columna , el determinante es 
lineal. 

Esto significa lo siguiente: suponga por ejemplo que A 1 = C -f C f es una 
suma de dos columnas. Entonces 

D(C + C, A 2 ) = D(C, A 2 ) + D(C', A 2 ). 

Si x es un numero, entonces 

D(xA\A 2 ) = x D(A\A 2 ). 

Es valida una formula semejante con respecto a la segunda variable. La formula 
se puede probar en forma directa a partir de la definicion de determinante. Por 
ejemplo, sean V y d * dos numeros. Entonces 

Det (“ 

= ad + ad' — cb — cb f 
= ad — be + ad' — b'c 

-«*(: ‘) +Det (“ 

Ademas, si x es un numero, entonces 

Det ^ Xa = xad — xbc — x(ad — be) = x Det ^ . 

Empleando la terminologfa del Capitulo VI, seccion §4, podemos decir que el 
determinante es hi lineal. 
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Propiedad 2. Si las dos columnas son iguales, entonces el determinante es 
igual a 0. 

Esto es inmediato, puesto que, por hipotesis, el determinante es ab — ab = 0. 
Propiedad 3. Si I es la matriz unitaria, I = (E l ,E 2 ), entonces 

D(I) = D(E 1 ,E 2 ) — 1. 

De nuevo, esto es inmediato a partir de la definicion ad — be. 

Con solo usar las tres propiedades anteriores podemos probar otras, de la 
manera siguiente. 

Si se suma un multiplo escalar de una columna a la otra, entonces el valor 
del determinante no cambia. 

En otras palabras, sea x un numero. Entonces 

D(A l + xA 2 ,A 2 ) = D{A\A 2 ). 

La prueba es inmediata, a saber: 

D(A 1 + xA 2 , A 2 ) = D(A l , A 2 ) + xD(A 2 , A 2 ) debido a la linealidad 

= D(A l ,A 2 ) debido a la propiedad 2. 

Si se intercambian las dos columnas, entonces el determinante cambia de 
signo. 

En otras palabras, tenemos que D(A 2 ,A l ) = -D(A 1 ,A 2 ) o, desarrollando 
las componentes, 

De«(“ ‘)=-D,.(‘ «). 

Por supuesto que esto se puede probar en forma directa a partir de la formula 
ad — be . Sin embargo, tambien la deduciremos a partir de la propiedad de que, 
si las dos columnas son iguales, entonces el determinante es igual a 0. Tenemos: 

0 — D(A l + A 2 , A 1 + A 2 ) (debido a que cada variable es igual a A 1 + A 2 ) 

= D{A l , A 1 + A 2 ) -f D(A 2 ,A l + A 2 ) (debido a la linealidad en la primera 

variable) 

= D(A l ,A 1 ) + D(A\ A 2 ) + D{A 2 , A 1 ) + D(A 2 , A 2 ) (debido a la linealidad 

en la segunda variable) 

= D(A 1 i A 2 ) + D(A 2 , A 1 ). 

Asi, vemos que D{A 2 , A 1 ) = — D(A l ,A 2 ). Observe que esta prueba solo usa la 
linealidad en cada variable y el hecho de que 

D(C,C) = 0 


si C es un vector. 
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El determinante de A es igual a 1 determinants de su transpuesta , esto es , 

D(A) = D( f -A). 

En forma explicita, tenemos que 



Esta formula proviene de la formula ad — be para el determinante. 

Los vectores A 1 y A 2 son linealmente dependientes si, y solo si, el determi- 
nante es igual a 0. 

Daremos una prueba que se ajusta al mismo patron que aparece en la gene- 
ralizacion a espacios de dimension superior. Primero suponga que A 1 y A 2 son 
linealmente dependientes, de manera que hay una relacion lineal 

xA 1 + yA 2 = 0 

donde x y y no son simultaneamente iguales a 0. Digamos que x ^ 0, y entonces 
podemos resolver 

A 1 — zA 2 donde z = ~y/x. 

Ahora tenemos 

D(A l ,A 2 ) = D(zA\A 2 ) = zD{A 2 ,A 2 ) = 0 

mediante el uso de la linealidad y la propiedad de que, si las dos columnas son 
iguales, el determinante es igual a 0. 

Reciprocamente, supongamos que A 1 y A 2 son linealmente independientes. 
Entonces deben formar una base de R 2 , que tiene dimension 2. En consecuencia, 
podemos expresar los vectores unitarios E 1 y E 2 como combinaciones lineales 
de A 1 y A 2 , digamos 

E 1 = xA 1 + i i A 2 y E 2 = zA 1 + w A 2 , 

donde x, y, z y w son escalares. Ahora tenemos que 

1 = D{E\E 2 ) = D{xA 1 + yA 2 , zA 1 + wA 2 ) 

= xzD{A\A l ) + xwD(A l , A 2 ) + yzD{A 2 , A 1 ) + ywD(A 2 ,A 2 ) 
= (xw — yz)D{A l , A 2 ). 

Como este ultimo producto es igual a 1, debemos tener D{A l ,A 2 ) ^ 0. Esto 
prueba 1a. afirmacion deseada. 

Por ultimo, probemos la unicidad del determinante mediante un metodo qu< 
funcionara en general: 

Teorema 1.1. Sea tp unafuncion de dos variables vectoriales A 1 y A 2 G IP 
tal que: 

(p es hi lineal, esto es, <p es lineal en cad a variable. 
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tp( A = 0 para todo A 1 G R 2 . 

<p(E x ,E 2 ) = 1 si E 1 y E 2 son los vectores unitarios canonicos 

Entonces <p(A l ,A 2 ) es el determinante. 

Demostracion. Escriba 

A 1 = aE 1 + cE 2 y A 2 = bE 1 + dE 2 . 

Entonces 

<p{A l , A 2 ) = ^(aE 1 + cE 2 , 6E 1 + dE 2 ) 

= afe^E 1 , E 1 ) + ad^E 1 , E 2 ) + cfey(E 2 , E 1 ) + cd^(E 2 , E 2 ) 

= adip{E x ,E 2 ) - &cy>(E\ E 2 ) 

= (ad — 6c)y>(E 1 , E 2 ) 

= ad — be . 

En cada paso hemos usado una de las propiedades probadas con anterioridad. 

Esto prueba el teorema. 



VII, §2. Determinantes de3x3ynxn 


Mediante induccion definiremos los determinantes y daremos una formula para 
calcularlos al mismo tiempo. Trabajaremos con el caso de 3x3. 

Ya hemos definido los determinantes de 2x2. Sea 

( an a l2 CL\3 
021 ^22 Q23 

a 31 a 32 0533 

una matriz de 3x3. Definamos su determinante conforme a la formula conocida 
como desarrollo por renglones, digamos el primer renglon. Esto es, definamos 


(*) 


Det(yl) = an 


«22 

032 


023 

033 


- 012 


021 

023 

+ O13 

0 2 i 

022 


031 

033 

O31 

032 



Oil 

0l2 

013 

021 

022 

023 

031 

032 

033 


Podemos describir esta suma de la manera siguiente. Sea A{j la matriz obtenida 
a partir de A al suprimir el renglon i y la columna j . Entonces la suma que 
expresa a Det(^4) se puede escribir como sigue: 

an Det(yln) — an Det(Ai2) + 013 Det(.Ai3). 

En otras palabras, cada termino consiste en el producto de un elements del 
primer renglon por el determinante de la matriz de 2 x 2 obtenida al suprimir 
<1 primer renglon y la columna j y al poner el signo apropiado a este terittirio, 
till como se muestra. 
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Ejemplo 1. Sea 


Entonces 


A- 



An ~(l 5 )’ ^ 12_ (-3 5 )’ Al3 

y nuestra formula para el determinante de A da por resultado: 


Det(A) s= 2 


1 4 

2 5 


-1 


1 

-3 


+ 0 


1 

-3 


= 2(5 - 8 ) -1(5+ 12) + 0 
= -23. 

El determinante de una matriz de 3 x 3 se puede escribir como 
D(A) = Det(A) = D(A\A 2 ,A 3 ). 

Usamos esta ultima expresion si deseamos considerar el determinante como una 
funcion de las columnas de A . 

Ademas, no hay ninguna razon particular para seleccionar el desarrollo con- 
forme al primer renglon. Tambien podemos usar el segundo renglon y escribir 
una suma semejante, a saber: 


■ <*21 


<*12 <*13 

<*32 <*33 


4 <*22 


a 11 a 13 

<*31 <*33 


— <*23 


<*11 <*12 
<*31 <*32 


= — 0,21 Det(A2i) 4* <*22 Det(A22) — <*23 Det(-A23)- 

De nuevo, cada termino es el producto de a, 2 j por el determinante de la matriz 
de 2 x 2 obtenido al eliminar el segundo renglon y la columna j y al poner 
el signo apropiado frente a cada termino. Este signo se determina conforme al 
siguiente patron: 

'+ - +' 
k+ ~ +. 

Se verifica en forma directa que es posible desarrollar el determinante conforme a 
cualquier renglon al multiplicar todos los terminos y desarrollar los determinantes 
de 2x2, con lo que se obtiene el determinante como una suma alternante de 
seis terminos: 


(**) 


Det(A) = <*11<*22<*33 - <*11<*32<*23 — <*12<*21<*33 4 <*12<*23<*31 
4- <*13<*21<*32 ~ <*13<*22 a 31* 


Tambien podemos desarrollar conforme alas columnas ajustandonos al mis tin > 
principio. 
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Por ejemplo, el desarrollo conforme a la primera columnar 

+ «31 




^22 

«32 


«23 

«33 


- «21 


<*12 

<*32 


<*13 

<*33 


<*12 

<*22 


<*13 
<* 23 


da por resultado precisamente los mismos seis terminos que en (**) . 

En el caso de determinantes de 3 x 3 tenemos, en consecuencia, el siguiente 
resultado. 

Teorema 2.1. El determinants satisface la regia para el desarrollo conforme 
a los renglones y a las columnas, y Det(yl) = Det(M) . En otras palabras, el 
determinant de una matriz es igual a 1 determinants de su transpuesta. 

Ejemplo 2. Calcule el determinante 

3 0 1 

1 2 5 

-14 2 

desarrollando conforme a la segunda columna. 

El determinante es igual a 


3 1 

-1 2 


-4 


= 2(6 - (-1)) - 4(15 - 1) = -42. 


Observe que la presen cia de un 0 en la segunda columna elimina un termino en 
el desarrollo, puesto que este termino serfa 0. 

Tambien podemos calcular el determinante anterior mediante el desarrollo 
conforme a la tercera columna, a saber, el determinante es igual a 


+1 


-5 


3 

-1 


+ 2 


= —42. 


Despues, sea A — (a^) una matriz arbitraria de nxn. Sea Aij la matriz de 
(n — 1) x (n — 1) obtenida al eliminar el renglon i y la columna j de A. 

( <*11 <*12 * * * <*tj <*in \ 


Aij = 



\ d n \ <Z n 2 • * ' 0>nj * * * ®nrj / 

Daremos una expresion para el determinante de una matriz de n x n en 
terminos de determinantes de matrices de (n — 1) x (n — 1) . Sea i un entero, 
I < i < n. Definimos 


D(A) = (-1 y+'an Det (An) + • • • + (-l)’ +n a*n Det (A in ) . 


10s I, a Hiima se puede describir con palabras. Para cada elemento del renglon 
/, tenemos una, contribucion de un termino en la suma. Este termino es igual a 
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-f o — el producto de este elemento por el determinante de la matriz obtenida 
de A al eliminar el rengon i y la columna correspondiente. El signo -f o — esta 
determinado conforme al siguiente patron, tipo tablero de ajedrez: 



Esta suma se conoce como desarrollo del determinante conforme al z- 
esimo renglon. 

Mediante una notacion mas complicada, que omitimos en este libro, se puede 
demostrar que el Teorema 2.1 tambien es valido en el caso de nxn . En particular, 
el determinante satisface la regia del desarrollo conforme a la j-e sima columna, 
para cualquier j . Asi, tenemos la siguiente formula de desarrollo: 


D(A) = (— 1 aij D(A\j ) + • - ■ + (-1 ) n *a nj D(A nj ). 

En la practica, para calcular un determinante siempre se emplea un desarrollo 
conforme a algun renglon o columna. 

Para el determinante en el caso de nxn usamos la misma notacion que en 
los casos de2x2o3x3,a saber, 

\A\ = D(A) = Det(A) = D(A 1 . . . , A n ). 

La notacion D(A l , . . . >A n ) es especialmente conveniente para denotar el de- 
terminante como una funcion de las columnas, por ejemplo, para establecer el 
siguiente teorema. 

Teorema 2.2. El determinante satisface las siguientes propiedades: 

1. Como funcion de cada vector columna , el determinante es lineal , esto es, 
si la j-esima columna A* es igual a una suma de dos vectores columna , 
digamos A = C + C' , entonces 

D(A i ;...,C + C , ,...,A n ) 

= D(A 1 ,. . ,,C,...,A n ) + D(A 1 ,. ..,A n ). 

Ademas, si x es un numero, entonces 

D(A 1 ,...,xA j > ...,A n ) = xD(A 1 ,...,A i l ...,A n ). 

2. Si dos columnas son iguales, esto es, si A* = A k , donde j ^ k , entonces 
el determinante D(A) es igual a 0. 

3. Si I es la matriz unitaria, entonces D(I) = 1 . 

La prueba requiere una notacion mas complicada y la omitiremos. Se puede 
dcsarrollar por induccion y a partir de la formula explicita que da el desarrollo 
del determinante. 
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Como ejemplo, damos la prueba para el caso de determinantes de 3 x 3 . La 
prueba es por calculos directos. Suponga que la primera columna es una suma 
de dos columnar: 

/«n\ /M /*' 

A = B + C, esto es U 21 = U 2 -f c 2 

\ °3i / \b 3 ) \c 3 

A1 sustituir cada termino de (*) , vemos que cada termino se divide en una suma 
de dos terminos que corresponden a B y C . Por ejemplo, 


012 


62 

b 3 


0 11 

+ 

+ 


022 

031 

023 

033 

= 61 

022 023 

031 033 

+ 01 

022 023 

031 033 

02 

03 

023 

033 

— 012 

&2 023 

b 3 033 

+ 012 

02 023 

03 033 


y del mismo modo para el tercer termino. La prueba con respecto a la otra 
columna es semejante. Ademas, si x es un numero, entonces 


Det(xA 1 , A 2 , A 3 ) = xa n 

= xDet (A 1 , A 2 , A 3 ) 


022 

023 

Xd 2 l 

— 0 12 

023 

+ 013 

xa 21 

023 

032 

033 

X0 3 1 

033 

xa 3 ] 

032 


Despues supongamos que dos column as son iguales, por ejemplo la primera 
y la segunda, de manera que A 1 = A 2 . Asi, 

a ll = a 12> a 21 = «22> 031 = 032- 

Entonces, de nuevo, el lector puede ver en forma directa que los terminos se 
cancelaran, lo que hace que el determinante sea igual a 0. 

Por ultimo, si I es la matriz unitaria de 3x3, entonces Det(I) = 1 tanto si 
se usa el desarrollo conforme a renglones como si se hace conforme a columnas, 
debido a que en tal desarrollo todos los terminos, excepto uno, son iguales a 0 
y este unico elemento es igual a 1 multiplicado por el determinante de la matriz 
unitaria de 2x2, que tambien es igual a 1. 

Una funcion de varias variables que es lineal en cada variable, esto es, que 
satisface la primera propiedad de los determinantes, se conoce como multilineal. 
Una funcion que satisface la segunda propiedad se conoce como alternante. 

Para calcular determinantes en forma eficiente, necesitamos ciertas propieda- 
des adicionales que seran deducidas sin mayor dificultad a partir de las propie- 
dades 1, 2 y 3 del Teorema 2.2. 

4- Sean j y k enteros tales que 1 < j < n y 1 < k < n con j ^ k . Si 
se intercambian la columna j y la columna k, entonces el determinante 
camhia de signo. 


Demostracion. En la matriz A reemplacemos la columna j y la columna k 
por A ; | A k . Obtenemos una matriz con dos columnas iguales, de manera que, 
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por la propiedad 2, el determinante es igual a 0. Por la propiedad 1 desarrollamos 
para obtener: 

0 = D(...,A* +A\...,Aj+A k ,...) 

= D(...,A^...,Ai,...) + D(...,At,...,A k ,...) 

+ D(...,A k ,...,Ai,...) + D(...,A k ,...,A k ,...). 

Si usamos la propiedad 2 nuevamente, vemos que dos de estos cuatro terminos 
son iguales a 0 y, en consecuencia, que 

0 = £>(... ,A* ...,A k ,... ) + D(..., A k ...,Ai,...). 

En esta ultima suma, un termino debe ser igual a menos el otro, lo que prueba 
la propiedad 4. 

5. Si se suma. un multiplo escalar de una columna a otra, entonces el valor 
del determinante no cambia. 

Demostracion. Consideremos dos column as diferentes, digamos las columnas 
k y j, A k y con k ^ j. Sea x un escalar; sumemos xA j a A k . Por la 
propiedad 1, el determinante se convierte en 

D{...,A k +xA^...) = D(...,A k ,...) + D(.. 

t T T 

k k k 

(la letra k senala hacia la columna k). En los dos terminos que aparecen a la 
derecha, la columna indicada se encuentra en el lugar k ; pero D(. . . , A k , . . .) es 
simplemente D(A) . Ademas, 

T T 

k k 

Como k ^ j , el determinante que aparece a la derecha tiene dos columnas 
iguales, debido a que A se encuentra en el lugar k y tambien en el lugar j . En 
consecuencia, es igual a 0. Por tanto, 

D(...,A k +xA\...) = D(... t A k ,..,), 

con lo que se prueba nuestra propiedad 5. 

Puesto que el determinante de una matriz es igual al determinante de su 
transpuesta, esto es, Det(A) = Det(M.) , obtenemos el siguiente hecho general: 

Todas las propiedades establecidas con anterioridad para las operaciones por 
renglones o por columnas son validas para ambas operaciones. 

Por ejemplo, si un multiplo escalar de un renglon se suma a otro renglon, 
entonces el valor del determinante no cambia. 

Con los medios anteriores a nuestra disposicion, ahora podemos calcular Ioh 
determinantes de 3 x 3 en forma muy eficiente. Al hacerlo aplicamos las opera, 
ciones descritas en la propiedad 5. Tratamos de hacer en la matriz A suficienteH 
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componentes iguales a 0. Intent aremos especialmente que todos los elemcntos, 
excepto uno, de una columna (o renglon) sean iguales a 0 y luego desarrollaremos 
conforme a esa columna (o renglon). El desarrollo contendra solo un termino y 
nuestro calculo se reducira a un determinante de 2x2. 


Ejemplo 3. Calcule el siguiente determinante 

3 0 1 
12 5. 

-14 2 

Ya tenemos un 0 en el primer renglon. Restemos dos veces el segundo renglon 
del tercero. Entonces nuestro determinante es igual a 

3 0 1 

12 5 . 

-3 0 -8 

Desarrollemos conforme a la segunda columna. El desarrollo tan solo tiene un 
termino ^ 0, con un signo -f, y este es: 



El determinante de 2 x 2 se puede evaluar mediante nuestra definicion ad — 6c, 
y hallamos 2(— 24 — (—3)) = —42. 

De igual manera reducimos el calculo de un determinante de 4 x 4 al de 
determinantes de 3 x 3 y luego al de determinantes de 2x2. 

Ejemplo 4. Deseamos calcular el siguiente determinante: 

13 11 

2 15 2 
1-1 2 3 * 

4 1-3 7 

Sumemos el tercer renglon al segundo y luego sumemos el tercer renglon al 
cuarto. Esto da por resultado 


1 

3 

1 

1 


1 

3 

0 

1 

3 

0 

7 

5 


3 

0 

7 

5 

1 

-1 

2 

3 


1 

-1 

2 

3 

4 

1 

-3 

7 


5 

0 

-1 

10 


Despues sumemos tres veces el tercer renglon al primero y asf obtenemos 

4 0 7 10 

3 0 7 5 

1-1 2 3 ’ 

5 0 -1 10 

lo que desarrollamos conforme a la segunda columna. Solo hay un termino, a 
saber, 


4 7 10 

3 7 5 

5 -1 10 
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Restemos dos veces el segundo renglon del primero y luego del tercer renglon, lo 
que da por resultado 


-2 

-7 

0 

3 

7 

5 

-1 

-15 

0 


lo desarrollamos conforme a la tercera columna y asi obtenemos 

— 5(30 — 7 ) = — 5 ( 23 ) = — 115 . 


Ejercicios VII, §2 


1. Calcule los siguientes determinantes. 



2 1 2 


3-15 


2 4 3 

(a) 

0 3-1 

4 1 1 

12-1 

(b) 

-1 2 1 

—2 4 3 

-1 5 3 

(c) 

-13 0 

0 2 1 

3 1 2 

(d) 

0 2-1 

0 2 7 

(e) 

4 0 0 

2 7 8 

(f) 

4 5 1 

-1 2 -3 


2. Calcule los siguientes determinantes. 


(a) 

1 1 

0 1 

2 -1 


(d) 

3 1 

4 -9 

4 -9 

3 1 


(g) 


-2 

JL 

1 

2 

2 

2 

0 

0 

0 


0 27 


00 


(e) 


00 


-1 

o 

o 

3 

4 
2 
1 

5 
0 
0 


1 

3 

4 
1 

-1 


0 0 
5 7 


( c ) 


(f) 


1 1 

5 5 

7 7 

0 0 


0 0 


2-14 


3 0 

(i) 

3 1 5 


0 9 

\ / 

1 2 3 



3. En general, ^cual es el determinante de una matriz diagonal 

an 0 0 • • • 0 

0 d22 0 • • • 0 


0 


0 

®nn 


4. Calcule el determinante 


cos 0 — sen 6 

sen 0 cos 6 


5. (a) Sean xi,X 2 ,X 3 numeros. Demuestre que 

1 X\ 


*? 


1 X 2 

1 X 3 x\ 


— (X 2 - Xi)(z 3 - ®l)(®3 ~ £ 2 ). 
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*(b) Si Xi, . . . , x n son numeros, entonces muestre por induccion que 


Xl 

X2 

% n 


= - *•■)• 


i<) 


El sfmbolo que aparece a la derecha significa que es el producto de todos los 
terminos Xj — x, , donde i < j , e % y j son enteros que varfan de 1 a n. 
Este determinante se conoce como determinante V n de Vandermonde. Para 
efectuar la induccion en forma sencilla, multiplique cada columna por X\ y 
restela de la siguiente columna a la derecha, comenzando por el lado derecho. 
El lector encontrara que 

Vn = ( Xn — Xl) • • • (x 2 -Xi)V n -l. 

6. Encuentre los determinantes de las siguientes matrices. 


(a) 


( c ) 


(c) 


(g) 



(b) 


(d) 


(f) 


(h) 



(i) Sea A una matriz triangular de n x n , digamos una matriz tal que todas las 
componentes que se encuentran debajo de la diagonal son iguales a 0. 


/a u 
0 


A = 


«22 

0 


\0 0 • • • a nn / 

i,Que es D(A)1 

7. Si a(t), b(t), c(t) y d(t) son funciones de t } se puede formar el determinante 

a(t) b(t) 
c(<) d(t) 

igual que con numeros. Desarrolle por completo el determinante siguiente: 

sen t cos t 
— cos t sen t 

8. Desarrolle completamente el siguiente determinante: 

t+ 1 t - 1 
t 2< + 5 
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9. ( Con calculo) Sean /(t) y (t) dos funciones que tienen derivadas de todos los 
ordenes. Sea ip(t) la funcion qne se obtiene al considerar el determinante 

m 9(0 

/'(<) AO 


<p(t) = 


Demuestre que 


AO = 


m g(o 

no no 


esto es, la derivada se obtiene al derivar el renglon inferior. 


10. ( Con calculo) Sea 

A( t )-f bl (0 AO) 

c 2 (t) ) 

una matriz de 2 x 2 de funciones diferenciables. Sean B(t) y C(t) sus vectores 
columna. Sea 

<p(t) = Det(A(<)). 

Muestre que 

no = c(0 ) + d(b(o, cm 

11. Sea c un numero y sea A una matriz de 3x3. Muestre que 

D{cA) = c 3 D( A). 

12. Sea c un numero y sea A una matriz de n x n . Muestre que 

D(cA) = c n D(A). 

13. Sean ci, . . . ,c n numeros. (.En que difieren los determinantes 

DidA 1 ...,c n A n ) y D(A\...,A n )l 

14. Escriba en forma explicit a el desarrollo de un determinante de 4 X 4 conforme al 
primer renglon y conforme a la primera columna. 


VII, §3. El rango de una matriz y subdeterminantes 

En esta seccion damos un criterio para la independence lineal mediante el uso 
de determinantes. 

Teorema 3.1. Sean A 1 ,...,A n vectores columna. de dimension n. Son 
linealmente dependientes si, y solo si, 

D(A 1 ...,A n )= 0. 

Demostracion. Supongamos que A x . . . , A n son linealmente dependientes, do 
manera que existe una relacion 

x\ A 1 + • • • + x n A n = O 

donde los numeros x\,...,x n no son todos nulos. Digamos que Xj ^ 0. A I 
restar y dividir entre Xj podemos encontrar numeros c* , con k ± j , tales que 

A j = Y^ c kA k . 

kjtj 
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Por tanto, 

D(A) = D ^...,£>^...,,4" 

\ Mi 

= '£ D (A 1 ...,A k ...,A n ) 

k*j 

donde A k aparece en el lugar j . Sin embargo, A k tambien aparece en el lugar 
k , y k ^ j . En consecuencia, el determinante es igual a 0 debido a la propiedad 
2. Esto concluye la prueba de la primera parte. 

Por lo que se refiere al reciproco, recordemos que una matriz es equivalente 
por renglones a una matriz escalonada. Suponga que A 1 , . . . , A n son linealmente 
independientes. Entonces la matriz 

A = (A l ,.. y A n ) 

es equivalente por renglones a una matriz triangular. En realidad, es equivalente 
por renglones a una matriz B que se encuentra en forma escalonada: 

(bn b \2 ••• &ln\ 

0 622 * * • &2n 

Vo 0 ••• b nn ) 

y las operaciones de equivalencia por renglones no cambian la propiedad de que 
los renglones o las columnas sean linealmente independientes. Por tanto, todos 
los elementos diagonales 6 n, . . . ,6 nn son ^ 0. El determinante de esta matriz 
es el producto 

^11 ’ ’ ’ bnn -f 1 9 

debido a la regia del desarrollo conforme a las columnas. Bajo las operaciones de 
equivalencia por renglones, la propiedad del determinante de ser ^ 0 no cambia 
porque las equivalencias por renglones implican la multiplicacion de un renglon 
por un escalar no nulo, lo cual multiplica al determinante por este escalar; o el 
intercambio de renglones, lo cual multiplica al determinante por — 1; o la suma 
de un multiplo de un renglon a otro, lo cual no cambia el valor del determinante. 
Como Det(R) ^ 0, se infiere que Det(^l) / 0. Esto concluye la prueba. 

Corolario 3.2. Si A i ,... y A n son vectores columna, de R n tales que 
D(A X , . . . , A n ) ^ 0 y si B es un vector columna, entonces existen numeros 
£ 1 , . . . , x n tales que 

x\A 1 + • • • + x n A n =■ B . 

Estos numeros estan determinados de manera unic a por B . 

Demostracion. Conforme al teorema, A 1 y ... y A n son linealmente indepen- 
dientes y, en consecuencia, forman una base de R n . Por tanto, cualquier vector 
de R n se puede escribir como una combinacion lineal de A 1 . . . , A n . Como 
A 1 . . . , A n son linealmente independientes, los numeros £1 , . . . , x n son unicos. 
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En terminos de ecuaciones lineales, este corolario muestra lo siguiente: 


Si un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas tiene una matri/. 
de coeficientes cuyo determinante no es 0, entonces este sistema tiene uiw 
solucion unica. 

Puesto que los determinantes se pueden usar para probar la independencia 
lineal, se pueden usar para determinar el rango de una matriz. 

Ejemplo 1 . Sea 

/3 1 2 5\ 

A- 1 2 -1 2 . 

\1 1 01 / 


Esta es una matriz de 3x4. Su rango es a lo sumo 3. Si podemos hallai 
tres columnas linealmente independientes, entonces sabremos que su rango es 
exactamente igual a 3. Pero el determinante 


3 

1 

2 

1 

2 

-1 

1 

1 

0 


no es igual a 0 (a saber, es igual a —3, como se aprecia al restar la segunda 
columna de la primera y despues desarrollar conforme al ultimo renglon). Por 
tan to, el rango de A = 3. 

Puede ser que, en una matriz de 3x4, algun determinante de una submatriz 

de 3 x 3 sea igual a 0, aunque la matriz de 3 x 4 tenga rango 3. Por ejemplo, 

sea . „ „ 

/ 3 1 2 5 

B = 1 2 -1 2 

\4 3 11 



El determinante de las primeras tres columnas 


3 1 2 

1 2 -1 

4 3 1 

es igual a 0 (en efecto, el ultimo renglon es la suma de los primeros dos renglones) 
Sin embargo, el determinante 

1 2 5 
2-12 
3 1 1 

no es nulo (^a que es igual?) de manera que, de nuevo, el rango de 11 <■ 
igual a 3. 

Si el rango de una matriz de 3 x 4 


/ Cn 

C 12 

Cl3 

C 14 

C = 1 C21 

C22 

C23 

C24 

\C31 

C32 

C33 

C34 
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es igual a 2 o menos, entonces el determinante de toda submatriz de 3 x 3 debe 
ser igual a 0; en caso contrario, podrfamos proceder como antes para obtener 
tres columnas linealmente independientes. Observemos que hay cuatro de ta- 
les subdeterminantes, obtenidos mediante la eliminacion sucesiva de una de las 
cuatro columnas. Reci'procamente, si todos esos subdeterminantes de toda sub- 
matriz de 3 x 3 son iguales a 0, entonces es facil ver que el rango es a lo sumo 2; 
porque, si el rango fuera igual a 3, entonces habria tres columnas linealmente in- 
dependientes y su determinante no serfa igual a 0. Asi, podemos calcular dichos 
subdeterminantes para obtener una estimacion del rango y luego usar el metodo 
de acierto y error, y un poco de sentido comun, para obtener el rango exacto. 

Ejemplo 2, Sea 

/3 1 2 5\ 

<7=1 2 -1 2 . 

\4 3 17/ 

Si calculamos todo sub determinante de 3x3, hallaremos 0. En consecuencia, 
el rango de C es, a lo sumo, igual a 2. Sin embargo, los primeros dos renglones 
son linealmente independientes, debido a que, por ejemplo, el determinante 

3 1 

1 2 

no es igual a 0. Es el determinante de las primer as dos columnas de la matriz 
de 2 x 4 

(31 25 ^ 

\1 2 -1 2 / * 

En consecuencia, el rango es igual a 2. 

Por supuesto, si observamos que el ultimo renglon de C es igual a la suma 
de los dos primeros, entonces vemos facilmente que el rango es < 2. 


Ejercicios VII, §3 

Calcule los rangos de las siguientes matrices. 


1 . 


3. 


5 . 


(2 3 
- 1 


5 1 
2 1 




5 

1 

4\ 

/3 

5 

1 

4 \ 

1 

1 

1 

4. 2 

-1 

1 

i 

9 

3 

9 / 

\7 

1 

2 

5/ 
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7 . 



3 1 1 — 1 

8 I - 2 4 3 2 

8 ‘ 1 -1 9 7 3 

7 4 2 1 , 

9. (Con calculo). Sean c*i, . . . , &n numeros distintos entre si, A 0 . Demuestre que las 
funciones 

e ait ...,e Qnt 

son linealmente independientes sobre los numeros. [Sugerencia: Suponga que tene- 
mos una relacion lineal 

Cie *i‘ + ... + Cn e ant = 0 

con constantes a , valida para todo t. En caso de que no todos los a sean iguales a 
0, podemos suponer, sin perdida de generalidad, que ninguno de ellos es 0. Derive la 
relacion anterior n — 1 veces. Obtendra un sistema de ecuaciones lineales. El deter- 
minante de sus coeficientes debe ser nulo. (<,Por que?) Obtenga una contradiccion 
a partir de este hecho.] 


VII, §4. Regia de Cramer 

Se puede usar las propiedades de los determinantes a fin de probar una bien 
conocida regia para resolver ecuaciones lineales. 

Teorema 4.1. Sean A 1 . . . , A n vectores column a tales que 

D{A l ... y A n )± 0 . 

Sea B un vector columna; si . . . , x n son numeros tales que 

xi A 1 + f x n A n = B y 

entonceSy para cada j = 1 . . . ,n, tenemos que 

D(A\...yB...yA n ) 

Xj - D(A',...,A n ) 

donde B aparece en la j -esima columna en lugar de A J . Expresado en otra 
forma , 


an • 

•• bx •• 

a l n 

<*21 ■ 

• • 6 2 

* <*2n 

&nl 

•• b n •• 

<*nn 

an •• 

a lj 

* * <*1 n 

a 2 i • • 

• a 2 j ' 

• • a 2n 

a nl 

a nj 

’ * <*nn 


^ llll 11 UliJCX u i ^ * J * 

El denominador es el determinate de la matriz A.) 

El teorema 4.1 nos da una forma exph'cita para hallar las coordenadas 
B con respecto a A l y...yA n . Usando el lenguaje de las ecuaciones lineales, 
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Teorema 4.1 nos permite resolver explicit amente, en terminos de determinantes, 
el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas: 

^1^11 + b XnQin — 

#l^nl “b ‘ * "b x n a nn = 

Probemos el Teorema 4.1 

Si B se escribe como en el enunciado del teorema, y se considera el deter- 
minante de la matriz obtenida al reemplazar la j-esima columna de A por B , 
entonces 

D(A\...,B...,A n ) = D(A 1 ,...,x 1 A\ + --- + x n A 1 n ,...,A n ). 

Usamos la propiedad 1 y obtenemos una suma: 

D(A 1 ,...,x l A 1 ,... > A n )+-- + D(A 1 ,...,x j A\...,A n ) 

4 f D(A l , . . . ,x n A n , . . . , A n ), 

la cual, de nuevo por la propiedad 1, es igual a 

x 1 D(A 1 ,...,A 1 ,...,A n ) + -- ■ + x j D(A\...,A n ) 

+ -.- + x n D(A\...,A n ,...,A n ). 

En todos los terminos de esta suma, excepto el j-esimo, dos vectores columna 
son iguales. En consecuencia, todo termino, excepto el j-esimo, es igual a 0, por 
la propiedad 2. El termino j es igual a 

Xj D(A l ...,A n ), 

y, por consiguiente, es igual al determinante con el que comenzamos, a saber, 
D(A 1 , . . . , B , . . . , A n ) . Podemos despejar Xj y obtener precisamente la expresion 
dada en el enunciado del teorema. 

La regia del Teorema 4.1 que nos da la solucion del sistema de ecuaciones 
lineales por medio de determinantes se conoce como regia de Cramer. 

Ejemplo. Resuelva el sistema de ecuaciones lineales: 

3# ~b 2?/ + 4 z — 1, 

2x — y + z = 0, 
x + 2y + 3z = 1. 

Tenemos: 


1 

2 

4 


3 

1 

4 


3 

2 

1 

0 

-1 

1 


2 

0 

1 


2 

-1 

0 

1 

2 

3 

y = 

1 

1 

3 


1 

2 

1 

3 

2 

4 

3 

2 

4 

J Z — 

3 

2 

4 

2 

-1 

1 


2 

-1 

1 


2 

-1 

1 

1 

2 

3 


1 

2 

3 


1 

2 

3 


x = 
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Observe como se desplaza la columna 



de la primera columna al resolver para x, a la segunda columna al resolver 
para y, a la tercera columna al resolver para 2 . El denominador en las tres 
expresiones es el mismo, a saber, es el determinante de la matriz de coeficientes 
de las ecuaciones. 

Como ya sabemos calcular los determinantes de 3x3, hallamos que 

*--£> y = °* z = s- 

Ejercicios VII, §4 


1. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. 


(a) 3x -+■ y — z = 0 
x + y + z = 0 
y - z = 0 

(c) 4x -f y + z -¥ w = 1 
x — y -f 2z — 3 w = 0 
2x -f y + 3z -f 5w = 0 
x -{• y — z — w — 2 


(b) 2x — y + z = 1 
x -f 3y — 2z = 0 
4x — Zy -f z — 2 
(d) x + 2y — 3z -f 5 w = 0 
2x 4- y — 4z — tu = 1 
x -f + -2+ tu = 0 

—x — y — 2 + tu = 4 


VII, §5. In versa de una matriz 


Consideremos primero un caso especial. Sea 



una matriz de 2 x 2 y suponga que su determinante ad — be ^ 0 . Deseamos 
hallar una inversa para A , esto es, una matriz de 2 x 2 


tal que 



AX = XA = I. 


Veamos el primer requisito, AX = I ; escrit.o en forma explicita se ve asi: 



Veamos la primera columna de AX . Debemos resolver las ecuaciones 


ax + bz = 1, 
cx + dz = 0. 
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Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, x y z , que sabemos 
resolver. En forma analoga, observando la segunda columna vemos que hay que 
resolver un sistema de ecuaciones con y y w como incognitas, a saber, 

ay + bw = 0, 
cy + dw — 1. 


Ejemplo. Sea 



Busquemos una matrix X tal que AX = I . Por consiguiente, debemos resolver 
los siguientes sistemas de ecuaciones lineales 

2x + z = 1, 2y + w = 0, 

4x + 3z = 0, y 4y + 3w = 1. 

Mediante el metodo ordinario para resolver dos ecuaciones con dos incognitas 


hallamos 


x= 1, 


Asi, la. matriz 


2 : 


- 1 , 


X 



w = 1. 


es tal que AX = I. El lector verificara tambien mediante multiplicacion directa 
que XA — I. Esto resuelve el problema de encontrar la inversa deseada. 

En forma analoga, en el caso de 3 x 3 hallariamos tres sistema s de ecuaciones 
lineales, correspondientes a la primera columna, a la segunda columna y a la 
tercera columna. Se podrfa resolver cada sistema para obtener la inversa. Ahora 
daremos el argumento general. 

Sea A una matriz de n x n . Si B es una matriz tal que AB - I y BA = I 
(/ — matriz unitaria de n x n), entonces decimos que B es una inversa de 
A y escribimos B = A"" 1 . Si existe una inversa de A, entonces es unica. En 
efecto, sea C una inversa de A, entonces CA = 7. A1 multiplicar por B por 
la derecha, obtenemos CAB = B. Pero CAB = C(AB) = Cl = C. En 
consecuencia, C = B . Un argumento similar funciona para AC = I . 

Teorema 5.1. Sea A = (a tJ ) una matriz de nxn y suponga que D(A) ± 0 ; 

entonces A es invertible. Sea E j el vector unitario de la columna j y sea 


DjA 1 , . . . , i? J , . . ■ , A n ) 

^ " jD(A) 

donde E * aparece en el lugar i. Entonces la matriz B = (bij) es una inversa 
de A. 


Demostracion. Sea X = (Xij) una matriz indeterminada de nxn. Deseamos 
resolver para las componentes Xij , de manera que satisfagan AX = 7 . A partir 
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de la definicion de producto de matrices, esto significa que, para cada j, debemos 
resolver 

E j = xijA 1 +■■■ + x nj A n . 

Este es un sistema de ecuaciones lineales que se puede resolver en forma unica 
mediante la regia de Cramer, y asf obtenemos 

Xij ~ D(A) 

que es la formula dada en el teorema. 

Aun debemos probar que XA — /. Observemos que D^A) / 0. En conse- 
cuencia, por lo que ya hemos probado, podemos encontrar una matriz Y tal que 
l AY — I . Tomando transpuestas, obtenemos % Y A = I . Ahora tenemos 


I = t Y(AX)A = t YA(XA ) = XA, 

con lo que se prueba lo que queremos, a saber, que X = B es una inversa de A. 

Podemos escribir con detalle las componentes de la matriz B que aparecen 
en el Teorema 5.1 de la manera siguiente: 


an 

.. o 

a ln 

a n ■ 

i . 

’ * Gjn 

tin 1 

.. 0 • 

’ * a nn 


Det(A) 



Si desarrollamos el determinante del numerador conforme a la columna i , enton- 
ces todos los terminos, excepto uno, son iguales a cero y, por tanto, obtenemos el 
numerador de bij como sub determinante de Det(A) . Sea A{j la matriz obtenida 
de A al eliminar el renglon i y la columna j . Entonces 


h (-l)* +i Det^-Q 

13 Det(A) 


(jobserve la inversion de los indices!), y asf tenemos la formula 


l-i - 


transpuesta de 


(-l) i+i Det( A t j ) 
Det(A) 


Una matriz cuadrada cuyo determinante es ^ 0 o, lo que es igual, que admite 
una inversa, se llama no singular. 

Ejemplo. Encuentre la inversa de la matriz 
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Por la formula, tenemos que 

_ A- l) ,+i Det(A,j) \ 

" V Det(j4) ) • 

Para i = 1, j = 1 , la matriz An se obtiene mediante la eliminacion del 
primer religion y la primera columna, esto es, 

All= (-2 l) 

y Det(ytn) = 1 - (-4) = 5. 

Para i = 1 ,j = 2, la matriz An se obtiene mediante la eliminacion del 
primer renglon y la segunda columna, esto es, 



y Det(yli 2 ) = — 1 — 2 = —3. 

Para i — 1 ,j = 3, la matriz An se obtiene mediante la eliminacion del 
primer renglon y la tercera columna, esto es, 



y Det(v4 13 ) = 2—1 = 1. 

Podemos calcular Det(yl) = 16 . Entonces el primer renglon de 1 es 

T§(5>3,1). 

Por consiguiente, la primera columna de A~ 1 es 



Observe que el signo cambia debido al patron de los signos (— 1)* +J . 

Dejamos para el lector el calculo de las otras columnas de A 1 . 
Enunciaremos el siguiente teorema sin demostracion: 

Teorema 5.2. Para cualesquiera matrices A y B de n x n, el determinate 
del producto es igual al producto de los determinates, esto es 
Det(AB) = Det(A) Det (B). 

Entonces, como caso especial, hallamos que, para una matriz invertible A , 

Det(A -1 ) = Det (A)" 1 . 


En efecto, tenemos que 
y al aplicar la regia para un 


AA - 1 = I , 

producto, obtenemos 


D(A)D(A~ 1 ) = 1, 


lo quo prueba la formula para la inversa. 
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Ejercicios VII, §5 

1. Emplee determinantes para encontrar las inversas de las matrices que aparecen en 
el Capi'tulo II, section §5. 

2. Describa en forma exph'cita la inversa de una matriz de 2x2 

(::) 

suponiendo que ad — be ^ 0. 

VII, §6. Interpretation de los determinantes como area y como volumen 

Resulta notable ver como el determinante se puede interpretar como volumen. 
Estudiamos primero el caso de dimension 2, por lo que hablaremos de area, 
aunque escribiremos Vol para representar el area de una figura de dimension 2, 
con el objeto de mantener la terminologfa que se generaliza, para dimensiones 
superiores. 

Considere el paralelogramo generado por los vectores v y w. 

Por definition, este paralelogramo es el conjunt.o de todas las combinacione.s 
lineales 

t iv 4- t 2 W donde 0 < < 1. 



Consideremos v y w como vectores columna y asi podemos formar su determi 
nante D(v,w). Este determinante puede ser positivo o negativo, puesto que 

D(v , w) ~ D{w , i?). 

Por tanto, el determinante en si no puede ser el area de este paralelogramo, y.» 
que el area siempre es > 0. Sin embargo, probaremos el siguiente teorema: 

Teorema 6.1. El area del paralelogramo generado por v y w es igual ji! 
valor a bsoluto del determinante , a saber, \D(v,w)\. 

Para probar el Teorema 6.1, introduzcamos la nocion de area orientada. 
l*(v,w) e\ paralelogramo gener/ido por v y w. Denotemos con Volo(t;,w) el 
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area de P(v } w) si el determinante D(v, w) > 0, y menos el area de P(v,w) si 
el determinante D(v,w) < 0. Asf, al menos Vol 0 (v,«;) tiene el mismo signo que 
el determinante, y diremos que Volo(f,u;) es el area orientada. Denotemos 
con Vol(t ),w) el area del paralegramo generado por v,w. En consecuencia, 
Volo(v, tw) = ± Vol(v, w ) . 

Para probar el Teorema 6.1, sera suficiente probar que: 

El area orientada es igual al determinante. Expresado de otro modo , 

Volo (v, tu) = D(v y w). 

Ahora bien, para probar esto sera suficiente demostrar que Volo satisface las 
tres propiedades caracteristicas de un determinante, a saber: 

1 . Volo es lineal en cada variable v y w . 

2. Vol 0 (v,v) = 0 para todo v. 

3. Volo ( jE? 1 , jE 7 2 ) = 1 si E 1 y E 2 son los vectores unitarios canonicos. 

Sabemos que estas tres propiedades caracterizan a los determinantes, y esto 
se probo en el Teorema 1.1. A beneficio del lector, repetiremos brevemente el 
argumento en esta parte. Supongamos que tenemos una funcion g que satis- 
face estas tres propiedades ( g reemplaza a Volo). Entonces, para cualesquiera 
vectores 

v — aE 1 + cE 2 y w — bE 1 + dE 2 

tenemos 

g(aE 1 + cE^bE 1 + dE 2 ) = abg(E 1 ,E 1 ) + adg(E\E 2 ) 

+ cbg(E 2 , E 1 ) + cdg(E 2 , E 2 ). 

El primero y el cuarto terminos son iguales a 0. Por el Ejercicio 1, 

g{E\E l ) = -g(E\E 2 ) 

y, en consecuencia, 

g(v, w ) — ( ad — bc)g(E 1 , E 2 ) — ad — be. 

Esto prueba lo que quen'amos. 

Con el objeto de probar que Vol 0 satisface las tres propiedades, usaremos 
propiedades simples del area (o volumen) como las siguientes: el area de un 
segmento de recta es igual a 0. Si A es cierta region, entonces el area de A es 
igual al area de una traslacion de A, esto es, igual al area de la region A m (que 
consta de todos los puntos v + w, con v G A). Si A y B son regiones ajenas 
'■litre si o son tales que sus puntos comunes tienen un area igual a 0, entonces 

Vol (A U B) = Vol(A) + Vol(B). 

Ahora considere Volo- Las ultimas dos propiedades son obvias. Ciertamente, 
c| paralelogramo generado por v, v es simplemente un segmento de recta y su 
area, en dos dimensiones es, por consiguiente, igual a 0. Por tanto, se satisface 
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la propiedad 2. Por lo que se refiere a la tercera propiedad, el paralelogramo 
generado por los vectores unitarios E 1 y E 2 simplemente es el cuadrado unitario, 
cuya area es igual a 1. Por ello en este caso tenemos 

Yolo(E 1 i E 2 ) = 1. 

La propiedad mas dificil es la primera. Si es que no lo ha hecho ya, el 
lector deberia leer las aplicaciones geometricas que aparecen en el Capitulo III, 
seccion §2, antes de leer el resto de esta prueba, que se basa en consideraciones 
geometricas sobre el area. 

Necesitaremos el siguiente lema. 

Lema 6.2. Si v y w son linealmente dependientes , entonces Yo\q(v } w) = 0. 

Demostracion. Suponga que podemos escribir 

av + bw — 0 


w 


0 

Figura 2 

con a o b ^ 0 ; digamos que a ^ 0 . Entonces 

b 

V = W — cw 

a 

de manera que v y w se encuentran sobre la misma recta y el paralelogramo gene- 
rado por v , w es un segmento de recta (Fig. 2). En consecuencia, Volo(u, w) = 0 , 
lo que prueba el lema. 

Tambien sabemos que, cuando v y w son linealmente dependientes, entonces 
D(v, w) = 0 , por lo que, en este caso trivial, nuestro teorema esta probado. En 
los lemas subsecuentes supondremos que v y w son linealmente independientes. 

Lema 6.3. Suponga que v y w son linealmente independientes , y sea n un 
entero positivo. Entonces 

Vol(m;, w) — n Vol(u, w). 

Demostracion. El paralelogramo generado por nv y w consta de n paralr 
logramos como los que se muestran en la siguiente figura. 
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Estos n paralelogramos simplemente son las traslaciones de P(v , w) determi- 
nadas por v, 2v . . . , (n — l)v y cada traslacion de P(y,w) tiene la misma area 
que P{y,w). Estas traslaciones solo tienen en comun segmentos de recta y, por 
tanto, 

Vol(nv, w) = n Vol(v, tu) 

tal como se deseaba. 


Corolario 6.4. Suponga que v y w son linealmente independientes, y sea 
n un entero positivo. Entonces 


Vol ( — v,w ) = — Volft;, w). 
\n J n 


Si m y n son enteros positivos , entonces 

Volf— = — Vol(t>, w). 
\ n / n 


Demos tracion. Sea tq = (1 /n)v . Por el lema sabemos que 
Vol(nvi, tu) = n Vol(iq, it/). 

Esto no es sino una reformulacion de nuestro primer aserto, puesto que nv i = v. 
Por lo que se refiere a la segunda afirmacion, escribimos m/n = m • 1/n y 
aplicamos en forma sucesiva los enunciados probados: 


Vol 



= m Vol- 


1 




= m • — Vol(v, w) 


= — Vol(v, w). 
n 
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Lema 6.5. Vol(— v, w) = Vol(t;, w ) . 

Demostracion. El paralelogramo generado por — v y w es una traslacion 
determinada por -v del paralelogramo P(v,w). En consecuencia, P(v,w) y 
P(—v, w) tiene la misma area (consultese la Fig. 4). 




Figura 5 


Lema 6.6. Si c es cualquier numero real > 0 ; entonces 

Vol(ct;, w) = c Yol(v, w). 

Demostracion. Sean r y r' numeros racionales tales que 0 < r < c < r' 
(Fig. 5). Entonces 

P{rv,w) C P(cv,w) C P(r'v,w). 

Por tanto, por el Lema 6.3, 

rVol(v,u;) = Vol(rv,ty) 

< Vol(cv, w) 

< Vol(r'i;, w) 

= r' VoI(v, ty). 

A1 hacer que r y r f tiendan a c como li'mite, encontramos que 

Vol(cv, w) = c Vol(y, u;), 


como se querfa demostrar. 

Ahora, a partir de los lemas 6.5 y 6.6, podemos probar que 


Volo(cu,ty) = cVolo(v,ty) 


para cualquier numero real c y cualesquiera vectores v y w. Ciertamente, si 
v y w son linealmente dependientes, entonces ambos lados de la igualdad son 
iguales a 0. Si v y w son linealmente indepen dientes, usamos la definicion dr 
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Volo y los Lemas 6.5 y 6.6; digamos que D(v,w) > 0 y c es negativo, c = — d. 
Entonces D(cv,w) < 0 y, en consecuencia, 

Volo(cu, w) = — Vol(cu, w) — — Vol(— dv, w) 

— — Vol (di>, w) 

— —dYol(v, w) 

= cVol(u,u;) = cVolo(u,w). 

Un argumento similar es valido cuando D(v, w) < 0. Por consiguiente, hemos 
probado una de las condiciones de la linealidad de la funcion Vol 0 . Por supuesto, 
es valida la propiedad analoga para la otra componente, a saber, 

Volo(u,cw) = cVolo(v,iy). 

Para la otra condicion, de nuevo tenemos un lema. 

Lema 6.7. Suponga que v y w son linealmente independientes . Entonces 

Vol(i> -f w) — Vol(u, w). 

Demostracion. Tenemos que probar que el paralelogramo generado por v y 
w tiene la misma area que el paralelogramo generado por v -f to, w . 



El paralelogramo generado por v y w consta de dos triangulos A y B como 
se muestra en la figura. El paralelogramo generado por v -f w y w consta del 
triangulo B y la traslacion de A determinada por w. Como A y A + w tienen 
la misma area, ob tenemos: 

Vol(v, w) = Vol(yl) + Vol(S) = Vol(yl + to) + VoI(jB) = Vol(o -j- to, to), 
tnl como se queria demostrar. 
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Ahora estamos preparados para trabajar con la segunda propiedad de lineali- 
dad. Sea w un vector fijo no nulo en el piano, y sea v un vector tal que {v, w} es 
una base del piano. Probaremos que, para cualesquiera numeros c y d, tenemos 

(1) Vol 0 (ct; + dw,w) = cVol 0 (v, w). 

En efecto, si d = 0, esto no es mas que lo que previamente hemos probado. Si 
d ^ 0, entonces, de nuevo por lo que se demostro previamente, 

dVo\ 0 (cv + dw,w) = Vol 0 (ct> + dw y dw) = c Volo(v, dw) = cdVol 0 (v,w). 

A1 dividir entre d se obtiene la relacion (1). 

De esta ultima formula se infiere la linealidad. Ciertamente, si 

vi — c\v + d\w y v 2 = c 2 v + d 2 w y 

entonces 

Vol 0 (i>i + v 2 , w) = Vol 0 ((ci + ^ 2 )^ + {d\ -h d 2 )w, w) 

= (ci + c 2 ) Vol 0 (v,w) 

= ci Volo(t> , w) + c 2 Volo(v , w) 

= Volo(vi, w) -f Vol 0 (u 2 ,U;). 

Esto concluye la prueba del hecho de que 

Vol 0 (v, w) == D(v,w), 
y, en consecuencia, la del Teorema 6.1. 



Fignra 7 


Observacion 1. La prueba que se acaba de dar es ligeramente larga, pero 
todos los pasos son bastante sencillos. Ademas, cuando se desea generalizar lit 
prueba a un espacio de dimension superior (incluso al espacio de 3 dimensions), 
se puede dar una prueba completamente similar. La razon para ello es que Inn 
condiciones que caracterizan a un determinante implican solo dos coordenad.n 
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a la vez y, asi, siempre se lleva a cabo en algun espacio de dimension 2. A1 
mantener fijas todas las coordenadas excepto dos, la prueba anterior se puede 
extender de inmediato. Asi, por ejemplo, en el espacio de dimension 3, denotemos 
con P(u,v, w) la caja generada por los vectores u,v,w (Fig. 7), a saber, todas 
las combinaciones 

t\U -f *f t 3 w donde 0 < t{ < 1. 

Sea Vol(u, v, ty) el volumen de esta caja. 

Teorema 6.8. El volumen de la caja generada por u,v y w es el valor 

a bsoluto del determinante \D(u, v, u>)| . Esto es, 

Vol (u,v, w) — | D(u, v , ty)|. 

La prueba se ajusta exactamente al mismo patron que en el caso bidimensio- 
nal. En efecto, el volumen del cubo generado por los vectores unitarios es igual 
a L Si dos de los vectores u,v y w son iguales, entonces la caja es, en realidad, 
un paralelogramo de 2 dimensiones cuyo volumen en 3 dimensiones es igual a 0. 
Por ultimo, la prueba de la linealidad es la misma, debido a que todo el proceso 
tiene lugar en una o dos variables. Se puede mantener a las otras variables con 
la misma notacion aunque no participen de manera esencial en la prueba. 

Asimismo, es posible definir volumenes de n dimensiones; el teorema corres- 
pondiente es como sigue: 

Teorema 6.9. Sean > n elementos de R n . Sea Vol(i>i , . . . , v n ) el 

volumen de n dimensiones de la caja de dimension n generada por . . . , v n . 

Entonces, 

Vol(» 1> ...,w n ) = IDK... )V )|. 

Por supuesto, la caja de n dimensiones generada por vi, . . . ,v n es el conjunto 
de combinaciones lineales 

n 

YjiVi donde 0 < t{ < 1. 
i=i 

Observacion 2. Si bien hemos usado propiedades geometricas del area 
para llevar a cabo la prueba anterior, se pueden sentar los fundamentos en forma 
puramente analitica para todo esto. Si el lector esta interesado, consulte mi libro 
Introduccion al analisis matematico, publicado por esta misma editorial. 

Observacion 3. En el caso especial de 2 dimensiones, en realidad se podrfa 
liaber dado una prueba mas sencilla que la del determinante igual al area, pero 
prefcrimos da,r una prueba ligeramente mas complicada porque es la que se ge- 
neraliza para el caso de 3 dimensiones o de n dimensiones. 

Interpretemos el Teorema 6.1 en terminos de aplicaciones lineales. Dados los 
vectores v y w en el piano, sabemos que existe una unica aplicacion lineal 

L : R 2 -v R 2 
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tal que L( E *) = v y L(E 2 ) = w. En efecto, si 

v = aE 1 +cE 2 , w = bE 1 + dE 2 , 
entonces la matriz asociada con la aplicacion lineal es 

' a b 
c d, 

Ademas, si denotamos con C el cubo unitario generado por E 1 y E 2 y con P el 
paralelogramo generado por v y w, entonces P es la imagen bajo L de C , esto 
es, L(C) = P . Ciertamente, tal como hemos visto, para 0 < < 1 tenemos 

L(tiE 1 + t 2 E 2 ) = hL{E r ) + t 2 L(E 2 ) = hv + t 2 w. 

Si definimos el determinante de una aplicacion lineal como el determinante de 
su matriz asociada, concluimos que 

(Area de P) = |Det(I/)|. 

Para dar un ejemplo numerico, el area del paralelogramo generado por los vec- 
tores (2,1) y (3,-1) (Fig. 8) es igual al valor absoluto de 


1 

-1 


= -5 


y, por tanto, es igual a 5. 



(3,-1, 


Figura 8 


Teorema 6.10. Sea P un paralelogramo generado por dos vectores. 
L : R 2 — * R 2 una aplicacion lineal. Entonces 

Area de L(P ) = | Det L\ (Area de P) . 


Sen 


Demostracion. Supongamos que P esta. generado por dos vectores v y 
Entonces L(P) esta generado por L(v) y L(iu) . (Consulte la Fig. 9). FximI- 
una aplicacion lineal L\ : R 2 — ► R 2 tal que 

L 1 (E 1 ) = v y L 1 (E 2 ) = w. 


Entonces P = L\{C), donde C es el cuadrado unitario, y 
L(P) = L(L l (C)) = (LoLi)(C). 
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Figura 9 



(c) 


Por lo que hemos probado anteriormente en (*) , obtenemos 

Vol L(P) = | Det(L o L\)\ = | Det(L) Det(Li)| = | Det(L)| Vol(P), 


lo que prueba nuestro aserto. 


Corolario 6.11. Para cualquier rectangulo R cuyos lados estan paralelos 
a los ejes, y cualquier aplicacion lineal L : R 2 — ► R 2 , tenemos 

Vol L(R) = | Det(L)| Vol(R). 

Demostracion. Sean Ci y c 2 las longitudes de los lados de R . Sea Ri el 
rectangulo generado por cx E l y c 2 E 2 . Entonces R es la traslacion de Rx 
determinada por algun vector, digamos R — Rx + u. Entonces 

L(R) = L(Rx + u) = L(Rx) + L(u) 

es la traslacion de L(Rx) determinada por L(u). (Consulte la Fig. 10.) Como 
el area no cambia bajo traslacion, solo necesitamos aplicar el Teorema 6.1 para 
concluir la prueba. 


c 2^2 


u — (a, c ) 
R = R[-\-u 


(a, C+C2) 






: 



(a + ci, C+C2) 
R 


(a, c) 


(a+ci, c) 


R\ 




Figura 10 
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Ejercicios VII, §6 


1. Si g(v } w) satisface los dos primeros axiomas de un determinante, pruebe que 

p(v,tu) = v) 

para todos los vectores v y w. Este hecho se uso en la prueba de la unicidad. 
[Sugerencia: Desarrolle g(v + w, v + w) = 0 .] 

2. Encuentre el area del paralelogramo generado por los siguientes vectores. 

(a) (2,1) y (-4,5) (b) (3,4) y (-2,-3) 

3. Encuentre el area del paralelogramo tal que tres de sus vertices se encuentran dados 
por los siguientes puntos. 

(a) (1, 1), (2, -1), (4, 6) (b) (-3, 2), (1,4), (-2, -7) 

(c) (2, 5), (-1,4), (1,2) (d) (1,1), (1,0), (2, 3) 


4. 


Encuentre el volumen del paralelepipedo 
espacio de 3 dimensiones. 

(a) (1, 1,3), (1, 2,-1), (1,4,1) (b) 

(c) (— 1, 2, 1), (2, 0, 1), (1, 3, 0) (d) 


generado por los siguientes vectores en el 

( 1 ,- 1 , 4 ), ( 1 , 1 , 0 ), (- 1 , 2 , 5 ) 

(-2, 2,1), (0,1,0), (-4, 3, 2) 


CAPITULO VIII 


Vectores propios y 
valores propios 


Este capitulo expone las propiedades elementales basicas de los vectores propios 
y de los valores propios. A1 calcular el polinomio caracteristico se tiene una apli- 
cacion de los determinantes. En la seccion §3, tambien se obtiene una interesante 
combinacion del calculo con el algebra lineal al relacionar los vectores propios con 
el problema de encontrar el maximo y el mmimo de una funcion cuadratica sobre 
la esfera. La mayoria de los estudiantes que cursan algebra lineal ha estudiado 
algo de calculo, pero si se tiene que evitar el calculo, se puede usar la prueba 
que emplea numeros complejos en lugar del principio del maximo para obtener 
valores propios reales de una matriz simetrica. En un apendice se destacan las 
propiedades basicas de los numeros complejos. 

VIII, §1. Vectores propios y valores propios 

Sea V un espacio vectorial y sea 

A: V — V 

una aplicacion lineal de V en si mismo. Se dice que un elemento v E V es 
un vector propio de A si existe un numero A tal que Av = Xv . Si v ^ 0, 
t'Tit.onces A esta determinado en forma unica, debido a que X x v = \ 2 v implica 
que Ai = A 2 . En este caso, decimos que A es un valor propio de A que 
pertenece al vector propio v . Tambien decimos que v es un vector propio cuyo 
valor propio es A. Ademas de vector propio y valor propio, tambien se emplean 
los terminos vector caracteristico y valor caracteristico. 
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Si A es una matriz cuadrada de n x n , entonces un vector propio de A 
cs, por definicion, un vector propio de la aplicacion lineal de R n en si mismo 
represent ada por esta matriz. Por tanto, un vector propio X de A es un vector 
(column a) de R n para el cual existe A E R tal que AX — AX . 

Ejemplo 1. Sea V el espacio vectorial sobre R que consta de todas las 
funciones infinitamente diferenciables. Sea A £ R; entonces la fun cion / tal que 
/(t) = e Xt es un vector propio de la derivada d/dt, ya que df /dt = Ae** . 


Ejemplo 2. Sea 




/a x ••• 0 

\ 0 * • • a n 


una matriz diagonal. Entonces todo vector unitario E* {% = l,...,n) es un 
vector propio de A. En efecto, tenemos que AE % — a{E : 



Ejemplo 3. Si A: V — ► V es una aplicacion lineal y t; es un vector propio 
de A, entonces, para cualquier escalar c no nulo, cv tambien es un vector propio 
de A, que tiene el mismo valor propio. 

Teorema 1.1. Sea V un espacio vectorial y sea A: V —* V una aplicacion 
lineal. Sea A E R y sea V\ el subespacio de V generado por todos los vectores 
propios de A que tienen, a A como valor propio. Entonces todo elemento no 
nulo de V\ es un vector propio de A que tiene a A como valor propio . 

Demostracion. Sean t>i y V2 6 V tales que Av\ ~ A^i y Av 2 = \v2 • Enton- 
ces 

A(y 1 + V2) = Av 1 + Av 2 = A^i + Xv2 = + ^2)- 

Si c e R, entonces A(cv x ) = cAv 1 = cA^i = A cvi . Esto prueba el teorema. 


El subespacio del Teorema 1.1 se conoce como espacio propio de A 
correspondiente a A . 


Nota. Si i>i* y v 2 son vectores propios de A cuyos valores propios son 
diferentes, Ai ^ A 2 , entonces, por supuesto, + v 2 no es un vector propio d<* 
A . En cfecto, tenemos el siguiente teorema: 
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Teorema 1.2. Sea V un espacio vectorial y sea A: V — ► V ui'fc aplicacion 
lineal. Sean vectores propios de A, cuyos va lores P ro P los son 

respectivamente. Suponga que estos valores propios s° n distintos 
entre si, esto es, 

A, ^ A j si i £ j. 

Entonces ... ,v m son linealmente indepen dientes. 

Demostracion. Por induccion sobre m. Para m = l,un elemento v\ E V, 
vi zfi 0 , e s linealmente independiente. Suponga que m > 1 y que ienemos una 
relacion 

(*) c l v l + * ' ’ + C m V m — 0 

con escalares c*- . Debemos probar que todo c* = 0. Multipliqueflios nuestra 
relacion (*) por Ai para obtener 

c iAiVi + * • • + c m Xiv m = O. 

Tambien apliquemos A a nuestra relacion (*). Por linealidad, obtefl emos 

ci A -l~ * * d - c m A m v m — O. 

Ahora restemos estas dos ultimas expresiones, con lo que obtenemo* 

^2^2 Ai^ 2 + ■ h C-m ( A m Ai)l> m — O. 

Como A j — A l ^ 0 para j = 2, . . . , m, concluimos por induccion que c 2 = • • • = 
Cm — 0. Volviendo a nuestra relacion original, vemos que Citq = 0 5 P or 1° Q ue 
ci = 0 y asi nuestro teorema quedo probado. 

Ejemplo 4. Sea V el espacio vectorial que consta de todas las funciones 
diferenciables de una variable real t. Sean ,a m numeros distintos entre 

si. Las funciones 

son vectores propios de la derivada, con valores propios c*i, ...,c&n distintos 
entre si y, en consecuencia, son linealmente independientes. 

Observacion 1. En el Teorema 1.2, suponga que V es un ^spacio vec- 
torial de dimension n y que A: V — > V es una aplicacion lineal qne tiene n 
vectores propios v\ , . . . , v n cuyos valores propios Ai , . . . , A n son distintos entre 
si. Entonces {iq, . . . , v n } es una base de V . 

Observacion 2. En la teorfa de lets ecuaciones diferenciales lineales se 
encuentra una situacion como la del Teorema 1.2. Sea A = (ctjj ) un^ nnatriz de 
n x 7i y sea 

(m 


F(t) = 
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un vector columna de funciones que satisfacen la ecuacion 

dF 


dt 


= AF(t). 


En terminos de coordenadas, esto significa que 

f = ««*(«). 

Ahora suponga que A es una matriz diagonal, 

/«i 0 ••• 0 \ 

A = I : : • 1 donde a,- ^ 0 para todo i . 

V 0 0 • • • a n / 

Entonces toda funcion /,(<) satisface la ecuacion 

~di = 

For calculo sabemos que existen numeros c\ , . . . , c n tales que, para i = 1 , . . . , n , 
tenemos que 

fi(i) =Cie aii . 

[Prueba: si df/di = af(i), entonces la derivada de f(t)/e at es igual a 0, de 
manera que /(^)/c a< es constante.] Reciprocamente, si ci, .. .,c n son numeros 
y hacemos 


cie 


ait 


m = 


,c n e 


a n t 


entonces F(t) satisface la ecuacion diferencial 


Sea V el conjunto de soluciones F(t) de la ecuacion diferencial dF/dt = AF(t) . 
Entonces se verifica de inmediato que V es un espacio vectorial, y el argumento 
anterior muestra que los n elementos 


/e ail \ 

0 

J 

0 ^ 
e Ojt 

) * • • i 

( 0 \ 
0 

0 ) 


0 J 


\e 0nt J 


forman una base para V . Ademas, estos elementos son vectores propios de A y 
tambien de la derivada (considerada como una aplicacion lineal). 

Lo anterior es valido si A es una matriz diagonal. Si A no es diagonal, en 
tonces tratamos de encontrar una base tal que podamos representar la aplicacidn 
lineal A con una matriz diagonal. Aquf no haremos este tipo dc consideracionen. 
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Ejercicios VIII, §1 

Sea a un numero ^ 0. 

1. Pruebe que los vectores propios de la matriz 

0 0 

generan un espacio de dimension 1, y de una base para este espacio. 

2. Pruebe que los vectores propios de la matriz 

0 0 

generan un espacio de 2 dimensiones y de una base para este espacio. ^Cuales son 
los valores propios de esta matriz? 

3. Sea A una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son cu,...,a„„. ^Cual es 
la dimension del espacio generado por los vectores propios de A? Muestre una base 
para este espacio y diga cuales son los valores propios. 

4. Demuestre que, si 9 E R, entonces la matriz 

A _ [ cos 0 sen 0 
V sen 0 — cos 9 

siempre tiene un vector propio en R 2 , y que, de hecho, existe un vector tal que 
Av\ = v\ . [Sugerencia: Tome como primera componente de v\ la siguiente: 

sen 9 

x — 

1 — cos 9 

si cos 9 / 1 ; luego despeje y . ^Que pasa si cos 9 = 1 ?] 

5. En el ejercicio 4, sea v 2 un vector de R 2 perpendicular al vector vi hallado en ese 
ejercicio. Demuestre que Av 2 = -v 2 y defina el significado de esto de modo que 
indique que A es una reflexion. 

6. Sea 

_ ( c °s 0 - sen 9 \ 

R \Q) — ^ gen 9 cos 9 J 

la matriz de una rotacion. Demuestre que 72(0) no tiene valores propios reales, 
a menos que R(9) = ±1 . [El lector encontrara mas sencillo hacer este ejercicio 
despues de estudiar la siguiente seccion.] 

7. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Sean A y B aplicaciones lineales 
de V en si mismo. Suponga que AB = BA. Demuestre que, si v es un vector 
propio de X, cuyo valor propio es A, entonces Bv es un vector propio de A, cuyo 
valor propio tambien es A si Bv ^ O . 
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VIII, §2. El polinomio caracteristico 

Ahora veremos como se pueden emplear los determinantes para hallar el valor 
propio de la matriz. 

Teorema 2.1. Sea V un espacio vectorial de dimension Uni ta y sea X un 
numero. Sea A: P — ► V ana aplicacion lineal. Entonces X es un valor propio 
de A si, y solo si, A — XI no es invertible. 

Demostracion. Supongamos que A es un valor propio de A . Entonces existe 
un elemento v € V, v ^ 0, tal que Av = Xv. En consecuencia, Av-Xv = 0,y 
(A - X I)v = O . Por tanto, A -XI tiene un nucleo no nulo, y A - XI no puede 
ser invertible. Redprocamente, supongamos que A- XI no es invertible. Por el 
Teorema 2.4 del Capitulo 5, vemos que A - XI debe tener un nucleo no nulo, lo 
que significa que existe un elemento v 6 V , v ^ O , tal que (A — XI) v = O . En 
consecuencia, Av - Xv = O y Av - Xv. Asi, A es un valor propio de A. Esto 
prueba nuestro teorema. 

Sea A una matriz de n x n, A — («ij ) • Definimos el polinomio carac- 
teristico P A de A como el determinante 

P A (t ) = Det(<I - A), 

o, escrito con todo detalle, 


t — 1 

an 

— ai2 * ■ 

' * ^1 n 


t — an 

~~ a ij 


— Ct«2 

’ ’ a nn 


— dij 

t dnn 


Tambien podemos considerar A como una aplicacion lineal de R" en R" , y 
decir que P A (t) es el polinomio caracteristico de esta aplicacion lineal. 

Ejemplo 1. El polinomio caracteristico de la matriz 



2 t - 1 -1 
0 -1 t + 1 


y lo desarrollamos conforme a la primera columna para obtener 

P A (t) = t 3 -t 2 -At + b. 

Respecto a una matriz arbitraria A = (o,y), el polinomio caracteristico s<- 
puede hallar desarrollando conforme a la primera columna, y siempre consistin', 
en una suma 


(t ~ Oil) ' "(t — Arm) + ’ * * • 
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Todo termino distinto del que hemos escrito tendra grado < n . En consecuencia, 
el polinomio caracteristico es del tipo 


-Pa(0 = t n + terminos de grado menor. 


Teorema 2.2. Sea A un a matrix de n x n. Un niimero X es un valor 
propio de A si, y solo si, A es una raiz del polinomio caracteristico de A . 

Demostracion. Suponga que A es un valor propio de A. Entonces A / — A 
no es invertible, debido al Teorema 2.1, y por tanto, Det(AJ — yl) = 0 , por el 
Teorema 5.1 del Capitulo VII. En consecuencia, A es una raiz del polinomio 
caracteristico. Reciprocamente, si A es una raiz del polinomio caracteristico, 
entonces 


Det(A7 — A) = 0, 


y por tanto, por el mismo Teorema 5.1 del Capitulo VII, concluimos que XI - A 
no es invertible, de modo que A es un valor propio de A , segun el Teorema 2.1. 

El teorema 2.2 nos da una manera explicita de determinar los valores propios 
de una matriz, a condicion de que podamos determinar en forma explicita las 
raices de su polinomio caracteristico. Algunas veces esto es facil, en especial en 
los ejercicios que aparecen al final de los capitulos, donde las matrices se ajustan 
de tal manera que se puede determinar las raices a simple vista o mediante 
recursos sencillos. En otros casos es considerablemente mas dificil. 

Por ejemplo, para determinar las raices del polinomio que aparece en el Ejem- 
plo 1, se tendria que desarrollar la teoria de los polinomios cubicos. Esto se 
puede hacer, pero implica formulas que resultan un tanto mas dificiles que la 
formula con la que se resuelve una ecuacion cuadratica. Tambien es posible ha- 
llar metodos para determinar raices en forma aproximada. En cualquier caso, la 
determinacion de tales metodos corresponde a un tipo de ideas que no es el que 
se maneja en este capitulo. 

Ejemplo 2. Halle los valores propios y una base para los espacios propios 
de la siguiente matriz: 



El polinomio caracteristico es el determinante 


2 t -3 =(t-m~3)-8 = t 2 - 


= (t- l)(f - 3) - 8 = t 2 - At - 5 = (t - 5 )(t + 1). 


En consecuencia, los valores propios son 5 y — 1 . 

Para cualquier valor propio A, un vector propio correspondiente es un vector 



tal que 


x + 4y = Xx , 
+ 3 y = A?/, 
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o, en forma equivalente, 


(1 - A)x + 4 y ~ 0, 
2x -f- (3 — A)y — 0. 


Demos a x algiin valor, digamos x = 1 , y despejemos y a partir de cualquier 
ecuacion, por ejemplo la segunda, para obtener y = -2/(3 — A) . Esto nos da el 
vector propio 



A1 sustituir A = 5y A = - 1 obtenemos los dos vectores propios 



2 / 


El espacio propio para 5 tiene base X 1 y el espacio propio para —1 tiene base 
X 2 . Observe que cualesquiera multiplos escalares no nulos de estos vectores 
tambien serf an bases. Por ejemplo, en lugar de X 2 podriamos considerar 



Ejemplo 3. Halle los valores propios y una base para los espacios propios 
de la matriz 



El polinomio caracteristico es el determinanate 



t - 2 -1 0\ 

0 t - 1 1 ] = 

0 -2 t - 4 / 


Por tanto, los valores propios son 2 y 3. 

Para los vectores propios, debemos resolver las ecuaciones siguientes: 


(2 - X)x + y = 0, 
(1 - A )y-z = 0, 
2y -f (4 — A )z — 0. 


Observe el coeficiente (2 — A) de x. 

Suponga que queremos encontrar el espacio propio cuyo valor propio es A = l 
Entonces la primera ecuacion se convierte en y = 0 , por lo que z = 0 , a partir do 
la segunda ecuacion. Podemos dar a x cualquier valor, digamos x = 1 . Entonces 
el vector 
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es una base para el espacio propio cuyo valor propio es 2. 

Ahora suponga que A ^ 2, de manera que A — 3. Si ponemos x = 1, 
entonces podemos despejar y a partir de la primer a ecuacion para obtener y = 1 , 
y entonces podemos despejar 2 : en la segunda ecuacion para obtener z = —2. 
Por tan to, 



es una base para los vectores propios cuyo valor propio es 3. Cualquier multiplo 
esc alar no nulo de A 2 tambien seria una base. 


Ejemplo 4. El polinomio caracterfstico de la matriz 



es (i — 1)(2 — 5)(£ — 7) . ^Puede el lector generalizar esto? 

Ejemplo 5. Halle los valores propios y una base para los espacios propios 
de la matriz que aparece en el Ejemplo 4. 

Los valores propios son 1, 5 y 7. Sea X un vector propio no nulo, digamos 



que tambien se escribe x X = (x, y, z). 


Entonces, por definicion de vector propio, existe un numero A tal que AX = XX , 
lo que significa que 

x+ y 4* 2z = Ax, 

5 y - z - Ay, 

7 z — A z. 


Caso 1. z = 0, y = 0. Como queremos un vector propio no nulo, debemos 
tener x £ 0, en cuyo caso A = 1 , por la primera ecuacion. Sea X 1 = E 1 el 
primer vector unitario, o cualquier multiplo escalar no nulo, para obtener un 
vector propio cuyo valor propio es 1. 

Caso 2. z = 0, y ^ 0. Por la segunda ecuacion, debemos tener A = 5. 
Demos a y un valor especifico, digamos y = 1. Luego despejemos x de la 
primera ecuacion, a saber, 

x + 1 = 5x, lo que da x = A. 

Sea 



Entonces X 2 es un vector propio cuyo valor propio es 5. 
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Caso 3. z 0. Entonces, por la tercera ecuacion, debemos tener A = 7. 
Fije algun valor no nulo de z , digamos z = 1 , por lo que todo se reduce a resolver 
las dos ecuaciones simultaneas 

x + y + 2 = 7x, 


5y - 1 = 7 y. 


Esto da por resultado y = 



Entonces X 3 es un vector propio cuyo valor propio es 7. 

Los multiples escalares de X 1 , X 2 y X 3 produciran vectores propios que tie- 
nen los mismos valores propios que X 1 , X 2 y X 3 , respectivamente. Como estos 
tres vectores tienen distintos valores propios, son linealmente independientes y, 
por tanto, forman una base de R 3 . Por el Ejercicio 14, no hay otros vectores 
propios. 

Por ultimo senalaremos que el algebra lineal de matrices se podria haber reali- 
zado con coeficientes complejos. Lo mismo se puede decir para los determinantes. 
Todo lo que se necesita de los numeros es que se puedan sumar, multiplicar y 
dividir entre numeros no nulos, y estas operaciones son validas para los numeros 
complejos. Luego, una matriz A = (a^) de numeros complejos tiene valores 
propios y vectores propios cuyas componentes son numeros complejos. Esto es 
util por el siguiente hecho fundamental: 

Todo polinomio no const ante con coeficientes complejos tiene una raiz com- 
plej a. 

Si A es una matriz compleja denxn, entonces el polinomio caracteristico de 
A tiene coeficientes complejos y tiene grado n > 1 , de manera que tiene una 
raiz compleja que es un valor propio. Por tanto, sobre los numeros complejos, 
una matriz cuadrada siempre tiene un valor propio y un vector propio no nulo. 
Esto no siempre es cierto sobre los numeros reales. (i.Ejemplo?) En la siguiente 
seccion veremos un importante caso en el que una matriz real siempre tiene un 

valor propio real. , . 

Ahora daremos algunos ejemplos de calculos que usan numeros complejos 
para los valores propios y vectores propios, aun cuando la propia matriz tenga 
componentes reales. Recuerde que, en el caso de valores propios complejos el 
espacio vectorial esta sobre los numeros complejos, por lo que consta de combi- 
naciones lineales de los elementos de la base dada, con coeficientes complejos. 


Ejemplo 6. Halle los valores propios y una base para los espacios propios 
de la siguiente matriz 

/e l -V 

3 1 


-(! 1) 
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El polinomio caracteristico es el determinante 

= (t- 2 )(< - 1) + 3 = t 2 - 3t + 5. 


t - 2 1 

-3 t - 1 


En consecuencia, los valores propios son 

3 ± y/9 — 20 

2 

Por tanto, hay dos valores propios distintos entre si (aunque ningun valor 
propio real): 

3 4" v'-TT 


Ai = 


X? = 


3-v^n 


Sea X = 


2 J “ 2 

donde x y y no son simultaneamente iguales a 0. Entonces X 
es un vector propio si, y solo si, AX = XX, esto es: 

2 x — y = Ax, 

3x + y= \y, 

donde A es un valor propio. Este sistema es equivalente a 

(2 - A)x - y = 0, 

3x + (1 — X)y = 0. 

Damos a x, digamos, un valor arbitrario, por ejemplo x = 1, y despejamos y, 

por lo que y = (2 — A) , por la primera ecuacion. Luego obtenemos los vectores 
propios 

*<*■>= (A) * 


Observacion. A partir de una de las ecuaciones despejamos y. Esto es 
consistente con la otra ecuacion, pues A es un valor propio. En efecto, si el 
lector sustituye x = 1 y y = 2 - A en el miembro de la izquierda de la segunda 
ecuacion, obtendra 

3 + (1 — A)(2 — A) = 0 

debido a que A es una raiz del polinomio caracteristico. 

Entonces A^Aj) es una base para el espacio propio unidimensional de A 2 y 
*(A 2 ) una base para el espacio propio unidimensional de A 2 . 

Ejemplo 7. Encuentre los valores propios y una base para los espacios 
propios de la siguiente matriz 
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Calculemos el polinomio caracterlstico, que es el determinante 

t - 1 -1 1 

0 t - 1 0 

-1 0 t- 1 

el que tras sencillos calculos da 

P(t) = (t- l)(t 2 -2 1 + 2). 

Ahora tenemos el problema de hallar las raices de P(t) como numeros reales o 
numeros complejos. Por la formula cuadratica, las raices de t 1 - 21 + 2 estan 
dadas por 

^^ = 1±V^T. 

2 

Toda la teorla del algebra lineal se podrla desarrollar sobre los numeros comple- 
jos, y los valores propios de la matriz dada tambien se pueden definir sobre los 
complejos. Luego, a partir del calculo de las raices anteriores, se aprecia que el 
unico valor propio real es 1, y que hay dos valores propios complejos, a saber. 

1 + \/— T y 1 - -v/-T. 

Hacemos que los valores propios sean los siguientes: 

Ai = 1, A2 = 1 + V ~ 1) A3 = 1 — '/— l - 

Sea 


un vector no nulo. Entonces X es un vector propio para A si, y solo si, s< 
satisfacen las siguientes ecuaciones con algun valor propio A : 

x + y - z — Ax, 
y = Aj/, 

X + z = \z. 

Este sistema es equivalente a 

(1 - A)z + y - z = 0, 

(1 - A )y = 0, 
x + (1 - A)z = 0. 

Caso 1. A = 1 . Entonces la segunda ecuacion se cumplira para cualquici 
valor de y. Pongase y = 1 ; a partir de la primera ecuacion obtenemos z = 1 , y 
de la tercera ecuacion obtenemos x = 0 . En consecuencia, obtenemos un primer 
vector propio 
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Caso 2. A / 1. Entonces, por la segunda ecuacion, debemos tener y = 0. 
Ahora resolvamos el sistema que se forma con la primera y la tercera ecuaciones: 


(1 — X)x — z = 0, 
x + (1 - A )z = 0. 


Si estas ecuaciones fueran independientes, entonces las unicas soluciones serfan 
x = z = 0 . Este no puede ser el caso, ya que debe haber un vector propio no nulo 
que tiene el valor propio dado. En realidad, el lector puede verificar en forma 
directa que la segunda ecuacion es igual a (A — 1) por la primera. En cualquier 
caso, damos a una de las variables un valor arbitrario y despejamos la otra. Por 
ejemplo, sea z = 1 ; entonces x — 1/(1 — A) . Asi obtenemos el vector propio 



Podemos sustituir A = A* y A ~ A 2 para obtener los vectores propios que tienen 
los valores propios Ai y A 2) respect ivamente. 

De esta manera hemos hallado tres vectores propios que tienen valores propios 
distintos entre si, a saber, 


X 1 , X(Ai), X(A 2 ). 


Ejemplo 8. Halle los valores propios y una base para los espacios propios 
de la matriz 



El polinomio caractenstico es 


t-1 1 -2 

2 t-1 -3 — (£ — l) 3 — {t — 1) — 1. 

— 1 1 t-1 


Los valores propios son las raices de esta ecuacion cubica. En general no es facil 
hallar tales raices, y este es el caso en el ejemplo presente. Sea u = t — 1. En 
terminos de u , el polinomio se puede escribir de la manera siguiente: 


Q(u) = u 3 — u — 1. 


Por la aritmetica tenemos que las unicas raices racionales deben ser enteras y 
deben dividir a 1, de manera que las unicas raices racionales posibles son dbl, 
que no son raices. En consecuencia, no hay valor propio racional. Sin embargo, 
una ecuacion cubica tiene la forma general que se muestra en la figura 1. 
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Figura 1 


Esto significa que hay al menos una raiz real. Si el lector sabe calculo, entonces 
tiene las herramientas que le permitiran determinar el maximo y el minirno 
relativos, y hallara que la funcion u 3 - u - 1 tiene su minirno relativo enu = 
l/\/3, y que Q( l/\/3) es positivo. Por tanto, solo hay una raiz real. Las otras 
dos raices son complejas. Esto es lo mas que po demos hacer con los medios con 
que contamos. En cualquier caso, damos a estas raices un nombre y llamamos a 
los valores propios 

Ai, A 2 , A 3 . 

Todos son distintos entre si. 

Sin embargo, podemos hallar vectores propios en terminos de los valores pro- 
pios. Sea 

un vector no nulo. Entonces X es un vector propio si, y solo si, AX = AX, esto 

es: ^ A 

x — y + 2z = Aar, 

-2ar 4- y + 3z = Ay, 
x — y + z = A z. 

Este sistema de ecuaciones es equivalente a 

(1 - \)x - y + 2z = 0, 

—2a: + (1 — A)y + 3* = 0, 
x — y + (1 — A )z = 0. 

Demos azun valor arbitrario, digamos z = 1, y resolvamos para x y y usando 
las dos primeras ecuaciones. Asi, debemos resolver: 

(A - l)x + y = 2, 

2arH-(A - l)y = 3. 
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Multiplique la primera ecuacion por 2, la segunda por (A - 1) y reste. Luego 
podemos despejar y para obtener 


2 /( A ) 


3(A — 1) — 4 
(A — l) 2 — 2 ' 


Por la primera ecuacion hallamos que 

Por tanto, los vectores propios son 

x (^i)\ / *^(^2) 

X{\i) = I y(Ai) I , X(Aj) = U(A 2 ) 


X(A 3 ) = 


/ 
( 


donde Aj , A 2 y A 3 son los tres valores propios. Esta es una respuesta explicita 
en la medida en que el lector sea capaz de determinar estos valores propios. 
El lector puede recurrir a una calculadora o una computadora para obtener 
aproximaciones a Ai , A 2 y A 3 que le daran las correspondientes aproximaciones 
a los tres vectores propios. Observe que en esta parte hemos hallado los vectores 
propios complejos. Sea el valor propio real (hemos visto que aqui solo hay 
uno). Entonces, a partir de las formulas para las coordenadas de X(A), vemos 
que y(\) o £( A) seran reales si, y solo si, A es real. Por tanto, solo hay un vector 
propio real, a saber, -AT(Ai). Los otros dos vectores propios son complejos. Cada 
vector propio es una base para el correspondiente espacio propio. 

Teorema 2.3. Sean A y B dos matrices de n x n y suponga. que B es 
invertible. Entonces el polinomio caracteristico de A es igual a 1 polinomio 
caracteristico de B~ X AB . 

Demostracion. Por definicion y por las propiedades del determinante, 

Det(L7 - A) = Det(5 _1 (t/ - A)B) = Det (tB -1 B - B~ 1 AB) 


= Det(tl — B X AB). 
Esto prueba lo que querfamos. 

Ejercicios VIII, §2 


1. Sea A una matriz diagonal, 


/ 

0 * 

0 \ 

0 


•• 0 

1 0 

0 

* dnj 


(a) ;,Cual es el polinoniio caracteristico de A ? 

(b) iCuAIes .son sub valores propios? 
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2. Sea A una matriz triangular, 


A = 



0 \ 
0 


^ flnl a n2 * * * a nn / 

^Cua.1 es el polinomio caracteristico de A y cuales son sus valores propios? 
Encuentre el polinomio caracteristico, los valores propios y las bases para los espa- 
cios propios de las siguientes matrices. 




5. Encuentre los valores propios y los vectores propios de las siguientes matrices. De- 
muestre que los vectores propios forman un espacio de dimension 1 . 

«(;-;) «(ii) <■>(;:) <«(;=;) 

6. Encuentre los valores propios y los vectores propios de las siguientes matrices. De- 
muestre que los vectores propios forman un espacio de dimension 1. 

(a) (o 1 !) (b) [o 1 l\ 

\o 01/ VO 0 1 / 

7. Halle los valores propios y una base para los espacios propios de las siguientes 
matrices. 

/-I 0 V 

(b) ( —1 3 0 

V —4 13 -1, 



8. Halle los valores propios y una base para los espacios propios de las siguientes 
matrices. 

1 2 

2 -2 



(b) 




Sea V un espacio vectorial de dimension n y suponga que el polinomio caractcrfsiico 
de una aplicacion lineal A:V -+V tiene n rafces distintas. Demuestre que V tieno 
una base que consta de vectores propios de A. 
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10. Sea A una matriz cuadrada. Demuestre que los valores propios de t A son los 
mismos que los de A. 

11. Sea A una matriz invertible. Si A es un valor propio de A f demuestre que A ^ 0 
y que A” 1 es un valor propio de A~* . 

12. Sea V el espacio generado sobre R por las funciones sent y cost. ^Tiene la deri- 
vada (considerada como una aplicacion lineal de V en si mismo) algunos vectores 
propios no nulos en V ? Si asi es, £cuales son? 

13. Denote con D la derivada que consideramos como aplicacion lineal sobre el espacio 
de las funciones diferenciables. Sea k un entero / 0. Demuestre que las funciones 
sen kx y cos kx son valores propios en D 2 . ^Cuales son los valores propios? 

14. Sea A: V — ► V una aplicacion lineal de V en si mismo, y sea {vi, . . . , v n } una base 
de V que consta de vectores propios que tienen distintos valores propios ci , . . . , c„ . 
Demuestre que cualquier vector propio v de A en V es un multiplo escalar de 
algun Vi . 

15. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamano. Muestre que los valores propios 
de AB son los mismos que los valores propios de BA, 

VIII, §3. Valores propios y vectores propios de matrices simetricas 

Daremos dos pruebas del siguiente teorema. 

Teorema 3.1. Sea A una matriz real simetrica de n x n. Entonces existe 
un vector propio no nulo para A. 

Una de las pruebas usara numeros complejos y la otra prueba usara calculo. 
Comencemos con la prueba que usa calculo. 

Defina la funcion 

f(X) = *XAX para X£R n . 

Tal funcion / se conoce como forma cuadratica asociada con A . Si % X = {x\, 
...,x n ) se escribe en terminos de coordenadas y A = (ajj), entonces 

f( X ) = E”j= l a H x iXj ■ 

Ejemplo. Sea 

A 

Sea x X = (a?, y) . Entonces 
*XAX = (x,y) 

En forma mas general, sea 



2) (j) = 3 * 2 -2z2/+2j/ 2 . 


a b 
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Entonces 


(*.y)(j cO(y ) =a * 2 + 2 bxy + dy2 ' 


Ejemplo. Suponga que nos dan una expresion cuadratica 
f(x,y) = 3x 2 + 5xy - 4t/ 2 . 

Entonces esta es la forma cuadratica asociada con la matriz simetrica 



En muchas aplicaciones se quiere hallar un maximo para dicha funcion / 
sobre la esfera unitaria. Recuerde que la esfera unitaria es el con junto de 
todos los elementos X tales que ||X|| = 1, donde ||X|| = VX • X . En los 
cursos de analisis se demuestra que una funcion continua / como la anterior 
necesariamente tiene un maximo sobre la esfera. Un maximo sobre la esfera 
unitaria es un punto P tal que ||P|| = 1, y 

/(P) > /P 0 P ara todo X con 11^11 — 1* 

El siguiente teorema relaciona este problema con el de hallar vectores propios. 

Teorema 3.2. Sea A una matriz simetrica real y sea f(X) = x XAX la 
forma cuadratica asociada. Sea P un punto sobre la esfera unitaria tal que 
f(P) es un maximo para f sobre la esfera. Entonces P es un vector propio 
para A. En otras palabras, existe un numero A tai que AP = X P . 

Demostracion. Sea W el subespacio de R n ortogonal a P , esto es, W = P . 
Entonces d\mW = n — 1. Para cualquier elemento w € W , ||w|| = 1, defina la 
curva 

C(t) — (cos t)P + (sent)tn. 

Las direcciones de los vectores unitarios w £ W son las direcciones de las tan 
gentes a la esfera en el punto P, como se muestra en la figura. 



Figura 2 

La curva C(t) esta sobre la esfera debido a que 110(011 = 1 , como se pucde 
verificar facilmente al considerar el producto interior C(i) • C(t) y al usar I a. 
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hipotesis de que P • w — 0. Ademas, C(0) = P, de manera que C(t) es una 
curva sobre la esfera que pasa por P . Tambien tenemos la derivada siguiente 

C\t) = (— sen t)P + (cos t)w , 

y, por tanto, C"( 0) = w. Por ello la direccion de la curva es la direccion de tu, y 
es tangente a la esfera en el punto P porque w • P — 0 . Consideremos la funcion 

9(t) = f(C(t))=C(t).AC(t). 

A1 usar coordenadas y la regia para la derivada de un producto, la cual se aplica 
en este caso (como el lector sabe por sus estudios de calculo), se hallara la 
siguiente derivada: 

g'(t) = C'(t) • AC(t) + C(t) ■ AC(t) 

= 2C'(t)-AC(t) } 

ya que A es simetrica. Como f(P) es un maximo y ^(0) = /(/>), se infiere que 
= 0 . Entonces obtenemos 

O = g'( 0) = 2C"(0) • AC( 0) = 2w . AP. 

En consecuencia, AP es perpendicular a W para todo w G W . Pero W L es el 
espacio de dimension 1 generado por P. Por tanto, existe un numero A tal que 
AP = AP , lo que prueba el teorema. 

Corolario 3.3. El valor maximo de / sobre la esfera unit aria es igual a 1 
valor propio mas grande de A . 

Demostracion. Sea A cualquier valor propio y sea P un vector propio sobre 
la esfera unitaria, de manera que ||P|| = 1. Entonces 

/(P) = *PAP = 'PAP = A'PP = A. 

Por tanto, el valor de / en un vector propio sobre la esfera unitaria es igual 
al valor propio. El Teorema 3.2 nos dice que el maximo de / sobre la esfera 
unitaria se alcanza en un vector propio, por lo que el maximo de / sobre la 
esfera unitaria es igual al mayor valor propio, tal como se afirmo. 

Ejemplo. Sea f(x } y) = 2x 2 — 3xt/-f y 2 - Sea A la matriz simetrica asociada 
con / . Encuentre los vectores propios de A sobre el cfrculo unitario y halle el 
maximo de / sobre el cfrculo unitario. 

Primero observamos que / es la forma cuadratica asociada con la matriz 



Por el Teorema 3.2, se debe alcanzar un maximo en un vector propio, de manera 
que primero deter minamos los valores propios y los vectores propios. 

El polinomio caracteristico es el determinante 

3 
2 

t- 1 



t — 2 

3 

2 
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Luego, los valores propios son 

1 3±VT6 

A " 2 ' 

Respecto a los vectores propios, debemos resolver el siguiente sistema: 


2x — |j/ = Xx, 

-§* - y = Xy. 

A1 hacer x = 1 se obtienen los posibles vectores propios 



Por tanto, hay dos de tales vectores propios, salvo multiples escalares no nulos. 
Los vectores propios que estan sobre el circulo unitario son, por consiguiente, 


P(X) = 


X(X) 

l|V(A)|| 


donde 


X = 


3 + \/l0 

2 


y X = 


3 — y/lO 

2 


Por el Corolario 3.3, el maximo es el punto que tiene el valor propio mas grande 
y, en consecuencia, debe ser el punto 


P(X) donde A=^y^. 

El valor maximo de / sobre el circulo unitario es (3 -f \/l0)/2. 

Asimismo, el valor rmnimo de / sobre el circulo unitario es (3 — \/l0)/2. 

Ahora usaremos los numeros complejos C para la segunda prueba. Una pro- 
piedad fundamental de los numeros complejos es que todo polinomio no constante 
con coeficientes complejos tiene una rafz (un cero) en los numeros complejos. Por 
consiguiente, el polinomio caracterfstico de A tiejne una raiz compleja A que, a 
priori, es un valor propio complejo, que tiene un vector propio complejo. 


Teorema 3.4. Sea A una matriz simetrica real y sea X un valor propio en 
C. Entonces A es real Si Z ^ O es un vector propio complejo que tiene un 
valor propio A y Z = X + iY , donde X,Y E R 7 * , entonces tanto X como Y 
son vectores propios reales de A que tienen valor propio A , y X o Y ^ O . 

Demostracion . Sea Z = t (zi, . . . , z n ) con coordenadas complejas z± . Enton 
ces 


Z • Z = Z • Z — i ZZ — Z\Z\ + • ♦ ■ + ZnZn — \ z l | 2 4* * * * |^nP > 0* 
Por hipotesis, tenemos que AZ — A Z . Entonces 

'ZAZ = l ZXZ = A *ZZ. 


La transpuesta de una matriz de 1 x 1 es igual a si misma, de manera que 
tambien obtenemos 

l Z x AZ = X ZAZ = \ X ZZ. 
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Pero AZ = AZ — AZ , y AZ = \Z = \ Z . Por consiguiente, 

\'~ZZ = X'ZZ . 

Como VIII, * X ZZ ^ 0, se infiere que A = A, de manera que A es real. 

Ahora, a partir de AZ — A Z , obtenemos 

AX + iAY = XX + iXY , 

y, como A, X y Y son reales, se infiere que AX = AX y AY — AY. Esto 
prueba el teorema. 


Ejerclcios VIII, §3 


1. Halle los valores propios de las siguientes matrices y el valor maximo de las formas 
cuadraticas asociadas sobre el circulo unitario. 

w (.! i) <») (: :) 

2. La misma pregunta que en el Ejercicio 1, excepto que hay que hallar el maximo en 


la esfera unitaria. 

O -I. 1 - 

■;) 

(b) 


-1 

2 

-D 

\ o -i 




-1 



3. Halle el maximo y el mfnimo de la funcion 

f(x, y) = 3s 2 + 5 xy - 4y 2 

sobre el circulo unitario. 


VIII, §4. Diagonalizacion de una aplicacion lineal simetrica 

En esta sec cion aplicaremos la existencia de vectores propios conforme a lo pro- 
bado en la seccion §3. Como lo haremos por induccion, en lugar de trabajar 
con R n tenemos que comenzar con una formulacion que trate con un espacio 
vectorial en el que todavia no se hayan escogido coordenadas. 

Por tanto, sea V un espacio vectorial de dimension n sobre R, que tiene un 
producto escalar difinitivamente positivo (v,w) para v, w £ V. Sea 

A:V V 

una aplicacion lineal. Diremos que A es simetrica (respecto al producto 
escalar) si tenemos la relacion 

(Av, tu) = (v,Aw) 


para todo v y w G V . 
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Ejemplo. Suponga que V ~ R n y que el producto escalar es el producto 
interior usual entre vectores. Una aplicacion lineal A esta representada por una 
matriz y usamos la misma letra A para esta matriz. Entonces, para todo v, 
w £ R n , tenemos 

(Av,w) = \vAv 

si consideramos a v y w como vectores columna. Como wAv es una matriz de 
lx 1 , es igual a su transpuesta, de modo que tenemos la formula 

t wAv — VAto, 

o, en terminos de la notacion { , ) , 


(Av,w) — ( v , t Aw). 


La condicion de que A sea simetrica como aplicacion lineal con respecto al 
producto escalar es, por definicion, ( Av,w ) = (v,Aw) o, en terminos de multi- 
plicacion de matrices, 


tin A i) — A in 


Al comparar con la formula anterior, esto significa que A — A, por lo qu< 
hallamos: 

Sea A una matriz de n x n y L A la aplicacion lineal asociada sobre R n . 

Entonces L A es simetrica con respecto al producto escalar si, y solo si, A es 

una matriz simetrica. 

Si V es un espacio vectorial general de dimension n con un producto escalar 
definitivamente positivo, y A: V — ► V es una aplicacion lineal de V en si mismo, 
entonces existe una aplicacion lineal unica 




que satisface la formula 

(Av,w) — (v, l Aw) . 


Acabamos de ver esto cuando V = R n • En general, escogemos una base orto- 
normal de V , que nos permite identificar a V con R n e identificar al producto 
escalar con el producto interior ordinario. Entonces l A (considerada como apli 
cacion lineal) coincide con la transpuesta de la matriz que representa a A. 

Ahora po demos decir que una aplicacion lineal A: V V es simetrica si, 
y solo si, es igual a su propia transpuesta. Cuando V se identifica con R n 
utilizando una base ortonormal, significa que la matriz que representa a A < • 
igual a su transpuesta; en otras palabras, la matriz es simetrica. 

Podemos reformular el Teorema 3.1 de la manera siguiente: 


Sea V un espacio vectorial de dimension finita con un producto escalar dcfini 
tivamente positivo. Sea A: V — >V una aplicacion lineal simetrica. Entoiu<'s 
A time mi vector propio no nulo. 
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Sea W un subespacio de V y sea A: V — ► V una aplicacion lineal simetrica. 
Decimos que W es estable bajo A si A(W) C W , esto es, para todo u £ W 
tenemos que Au £ W . 

Observemos que, si W es estable bajo A, entonces su complemento ortogonal 
tambien es estable bajo A. 

Demostracion. Sea w £ W 1 . Entonces, para todo u £ W , tenemos que 

(Aw, u) = (w, Au) — 0 

debido a que Au £ W y w £ W 1 - . En consecuencia, Aw £ W 1 , lo que prueba 
el aserto. 

Teorema 4.1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre los 
numeros reales , de dimension n > 0 y con un producto escalar definitivamente 
positivo. Sea 

A :V -+ V 

una aplicacion lineal, simetrica con respecto al producto escalar. Entonces V 
tiene una base ortonormal que consta de vectores propios. 

Demostracion. Por el Teorema 3.1, existe un vector propio no nulo P para 
A . Sea W el espacio de una dimension generado por P . Entonces W es estable 
bajo A. Por la observacion anterior, W L tambien es estable bajo A y es un 
espacio vectorial de dimension n — 1 . Podemos considerar entonces que A da 
una aplicacion lineal simetrica de W 1 en si mismo. Luego podemos repetir el 
procedimiento. Ponemos P == Pi y, por inducion, podemos encontrar una base 
{P 2 . . . , P n } de W 1 que consta de vectores propios. Entonces 

{P 1) P 2 ,...,P n } 

es una base ortogonal de V que consta de vectores propios. Dividamos cada 
vector entre su norma para obtener una base ortonormal, como se deseaba. 


Si {ei, . . . , e n } es una base ortonormal de V tal que cada e,- es un vector pro- 
pio, entonces la matriz de A con respecto a esta base es diagonal y los elementos 
diagonales son precisamente los valores propios: 


/At 

0 • 

• • 0 \ 

0 

a 2 • 

•• 0 

0 

0 • 

•• a J 


En esta sencilla representacion, el efecto de A resulta mucho mas claro que 
cuando A se representa mediante una matriz mas complicada con respecto a 
otra base. 

Ejemplo. Veamos una aplicacion a las ecuaciones diferenciales lineales. Sea 
A una matriz real simetrica de n x n . Queremos encontrar soluciones en R n de 
la siguiente ecuacion diferencial 


dX(t) 

dt 


- AX(t), 
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donde 

/ *i(0 \ 

X(t) = : 

\*»(0y 

esta dada en terminos de coordenadas que son funciones de i , y 

/ dxi/dt 

dX(t) 
dt 

\ dx n /dt 

La escritura de esta ecuacion en terminos de coordenadas arbitrarias es confusa. 
Asi que, por el momento, olvidemos las coordenadas, y consideremos R n como 
un espacio vectorial de dimension n con un producto escalar definitivamente 
positivo. Escojamos una base ortonormal de V (usualmente diferente de la base 
original) que consta de vectores propios de A . Ahora, con respecto a esta nuev a 
base, podemos identificar a V con R n con las nuevas coordenadas, las que 
denotamos con 2 / 1 , . . . , y n • Con respecto a esta s nuevas coordenadas, la matriz 
de la aplicacion lineal La es la siguiente 

/Ai 0 ••• 0\ 

0 A 2 • • • 0 

Vo 0 •••*„/ 

donde Ai , . . . , A n son los valores propios. Pero en terminos de esta s coordenadas, 
mas convenientes, nuestra ecuacion diferencial simplemente se ve de la siguiente 
manera: 

dyi _ x ^ dy n 


~df = Xiyu 


if = Anyn - 


Por tan to, la solucion mas general es de la forma 

y { (t) = ae Xii con alguna constante c,-. 

La moraleja de este ejemplo es que no se deberia seleccionar una base con pre- 
cipitacion, y se deberia usar, tan a menudo como sea posible, una notacion sin 
coordenadas, hasta que se haga imperativo realizar una seleccion de coordenadas 
para simplificar la solucion de un problema. 


jyerclcios VIII, §4 

1. Suponga que A es una matriz diagonal de n xn. Para cualquier X E R n , la qur 
es igual x XAX en terminos de las coordenadas de X y los elementos diagonales dr 
A? 


A = 


(Xi 

0 • 

.. 0 \ 

0 

A 2 • 

• • 0 

0 

0 . 

•• Xn) 


2. Sea 
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una matriz diagonal con Ai > 0 . . . , A n > 0 . Demuestre que existe una matriz 
diagonal B de n x n tal que B 2 = A. 

3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita con un producto escalar definitiva- 
mente positivo. Sea A: V — ► V una aplicacion lineal simetrica. Decimos que A es 
definitivamente positiva si { Av , v) > 0 para todo v £ V y y v ^ 0 . Pruebe que 

(a) si A es definitivamente positiva, entonces todos los valores propios son > 0 . 

(b) si A es definitivamente positiva, entonces existe una aplicacion lineal simetrica 
B tal que B 2 = A y BA = AB . ^Cuales son los valores propios de B1 
[Sugerencia: Use una base de V que conste de vectores propios.] 

4. Decimos que A es semidefinitivamente positiva si {Av, v) > 0 para todo v £ V . 
Pruebe los analogos de (a) y (b) del Ejercicio 3 cuando se supone que A solo es 
semidefinitiva. Por tanto, los valores propios son > 0 , y existe una aplicacion lineal 
simetrica B tal que B 2 = A. 

5. Suponga que A es simetrica y definitivamente positiva. Demuestre que A 2 y A -1 
son simetricas y definitivamente positivas. 

6. Sea U : R u -+ R n una aplicacion lineal, y denote con ( , ) al producto escalar ^ 

(interior) usual. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) ||t/v|| — ||v|| para todo v € R n . 

(ii) (U v,Uw) = (v, w) para todo v,w £ R n . 

(iii) U es invertible y = U” 1 . 

[Sugerencia: Para (ii), use la identidad siguiente: 

{(v + w), ( v -f re?)) — {(v — w), ( v — w)) = 4 (v, w), 

y en forma analoga, con una U frente a cada vector.] Cuando U satisface cualquiera 
de estas condiciones (y, en consecuencia, tod as ell as), se dice que U es unitaria. La 
primera condicion dice que U preserva la norma y la segunda dice que U preserva 
el producto escalar. 

7. Sea A: R n — ► R n una aplicacion lineal invertible. 

(i) Demuestre que f AA es simetrica y definitivamente positiva. 

(ii) Por el Ejercicio 3b, existe una matriz B simetrica y definitivamente positiva tal 
que B 2 = *AA. Sea U — AB -1 ; demuestre que U es unitaria. 

(iii) Demuestre que A — U B . 

8. Sea B simetrica y definitivamente positiva, y unitaria ademas. Demuestre que 
B = I . 


Apendice: Numeros complejos 

Los numeros complejos C son un conjunto de objetos que se pueden sumar y 
multiplicar, de tal manera que la suma y el producto de dos numeros complejos 
tambien son numeros complejos y satisfacen las siguientes condiciones 

(1) Todo numero real es un numero complejo y, si a y /? son numeros reales, 
entonces su suma y su producto como numeros complejos son iguales a su 
suma y su producto como numeros reales. 
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Existe un mimero complejo, denotado con i tal que i 2 = — 1. 

Todo numero complejo se puede escribir en forma unica en la forma a 4- bi, 
donde a y b son mimeros reales. 

Se cumplen las leyes ordinarias de la aritmetica concernientes a la adicion 
y la multiplicacion. Damos la list a de estas leyes: 

Si a, /? y 7 son mimeros complejos, entonces 

(a + /?) + 7 = a 4- (/? + 7) y (a/3)y = a(/3y). 

Tenemos que a(/3 4-7 ) = a/3 + ay, y (/? 4- 7)a — (3a + 7 a. 
Tenemos que a/3 = (3a y a 4- f3 = (3 4- c*. 

Si 1 es el mimero real uno, entonces la = a. 

Si 0 es el mimero real cero, entonces Oa = 0. 

Tenemos que a 4- ( — l)or = 0. 

Ahora derivaremos consecuencias de estas propiedades. Si escribimos 
a = a 1 +a 2 i y 0 = h + hi> 

entonces 

a -\- (3 = a 1 4" a 2* + 61 + 62* — ai 4- 61 + (^2 4- b 2 )i- 
Si llamamos a a\ la parte real, o componente real de a y a a 2 su parte 
imaginaria, o componente imaginaria, entonces vemos que la adicion se lleva a 
cabo componente a componente. Las partes real e imaginaria de a se denotan 
con Re(a) e Im(a), respectivamente. 

Tenemos que 

a/3 = (ai 4- U2*)(^i d- 62*) — a \b\ — a 2^2 4- («2^i 4- <*i&2)*- 
Sea a = a + bi un mimero complejo, con a y b reales. Definimos 

a — a — bi 

y decimos que a es el conjugado complejo, o simplemente conjugado, de a. 
Entonces 

aa — a 2 + b 2 . 

Si a = a 4- bi es ^ 0 , y si hacemos 

\ _ * 
a 2 -\-b 2 ' 

entonces a A = Aa = 1 , como de inmediato se puede ver. El mimero A anterior 
se conoce como in verso de' a y se denota con a” 1 6 1/a. Observemos que es 
el unico mimero complejo z tal que za = 1 , ya que, si se satisface esta ecuacion, 
la multiplicamos por A a la derecha para hallar z = A. Si a y (3 son mimeros 
complejos, a menudo escribimos (3 ja en lugar de a~ l /3 o de /?a -1 . Vemos que 
podemos dividir entre mimeros complejos ^ 0. 

Tenemos las siguientes reglas: 

a/3 — a/3, a + /3 = a + /3, a = a. 

Estas so infieren de inmediato a partir de la definition de adicion y multiplicacion 


( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 
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Definimos el valor absoluto de un numero complejo a = a + bi como 

\a\ = \J a 1 6 2 . 

Si imaginamos a como un punto en el piano (a, 6), entonces |a| es la longitud 
del segmento de recta que va del origen a a. En terminos del valor absoluto, 
podemos escribir 


siempre que a / 0. En efecto, observemos que \a \ 2 = oia. Advierta tambien 
que |a| = \a \ . 

El valor absoluto satisface propiedades analogas a las que satisface el valor 
absoluto de numeros reales: 

|a| > 0 y = 0 si, y solo si, a = 0. 

Ml = M \P\ 
l« + /?l<N+'l/?|. 

El primer aserto es obvio. Por lo que se refiere al segundo, tenemos 
\a0\ 2 = a0a$= \a\ 2 \0\ 2 . 

Al extraer la raiz cuadrada, concluimos que |a| \/3\ = \a/3\. Despues, tenemos 
|a + /?| 2 = (a + 0){a + /?) = (« + /?)(a + /?) 
ya que otj3 = pci. Sin embargo, tenemos que 

2R e(pa) < 2\pa\ 

debido a que la parte real de un numero complejo es < que su valor absoluto. 
Por tanto, 

l« + /?l 2 <H 2 + 2M| + M 
<H 2 + 2|^|H + M 
= (W + I/?I) 2 - 

Al extraer la raiz cuadrada se obtiene la propiedad final. 

Sea z = x-f iy un numero complejo ^ 0. Entonces z/\z\ tiene valor absoluto 
igual a L 

La principal ventaja de trabajar con numeros complejos en lugar de hacerlo 
con numeros reales es que todo polinomio no constante con coeficientes complejos 
tiene una raiz en C. Esto se prueba en cursos de analisis mas avanzados. Por 
ejemplo, una ecuacion cuadratica 

ax 2 + bx -b c = 0 

con a ^ 0 , tiene las raices 

—b ± Vb 2 — 4ac 


x = 


2 a 
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Si b 2 — 4 ac es positivo, entonces las raices son reales. Si b 2 — 4 ac es negativo, 
('iitonces lets raices son complejas. La prueba para la formula cuadratica emplea 
solo la aritmetica basica de la adicion, la multiplicacion y la division. A saber, 
completamos el cuadrado para ver que 



extraemos la raiz cuadrada y, por ultimo, obtenemos el valor deseado de x . 
Aplicacion a los espacios vectoriales 

Para definir la nocion de espacio vectorial, primero necesitamos la nocion de 
escalares; los unicos hechos que necesitamos acerca de los esc al ares son los que 
se refieren a la adicion, multiplicacion y division entre elementos no nulos. Los 
numeros complejos satisfacen todas las operaciones basicas de la aritmetica. Por 
consiguiente, podemos hacer la teoria basica de los espacios vectoriales sobre los 
numeros complejos. Tenemos los mismos teoremas sobre combinaciones lineales, 
matrices, rango por renglones, rango por columnas, dimension, determinantes, 
polinomios caracteristicos, valores propios. 

La unica diferencia basica (y es ligera) aparece cuando trabajamos con el 
producto interior. Si Z = (zi, . . . , z n ) y W — (uq, . . . , w n ) son n-tuplas de C n , 
entonces su producto interior es, como antes, 

Z • W = z x wi H h z n w n . 

Sin embargo, observe que, aun si Z / O, Z Z puede ser igual a 0. Por ejemplo, 
sea Z = (1,0 en C 2 . Entonces 


Z*Z=l + z 2 = 1 — 1 = 0. 


Por tanto, el producto interior no es definitivamente positivo. 

Para remediar esto, se define un producto que se llama hermitiano y es 
vasi igual al producto interior, pero contiene un conjunto complejo. Esto es, 
definimos W — (w x , . . . , u; n ) y 

(Z, W) = Z • W = z{w ! H h z n w n , 

*\r manera que ponemos un conjugado complejo en las coordenadas de W . En 
to rices 

(Z,Z) = Z ■ Z = 2l Ji + 1 -Z n z n - |zi| 2 + h I^„| 2 . 

Kn consecuencia, una vez mas, si Z ^ O, entonces alguna coordenada Z{ ^ 0, 
<l<- manera que la suma que aparece a la derecha es ^ 0 y (Z, Z) > 0. 

Si ot es un numero complejo, por la definicion vemos que 


(rvZ, W) = cv(Z, W) 


(Z,oiW) = a(Z, W). 


j>ero 
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Por tanto, en la segunda formula aparece un conjunto complejo. Aun tenemos 
lets formulas que expresan la aditividad 

(Z 1 + Z 2) W) = (Z U W) + (Z 2) W) 

y 

(Z, Wx + W 2 ) = (Z, Wi) + <Z, w 2 ). 

Entonces decimos que el producto hermitiano es lineal en la primera variable y 
antilineal en la segunda variable. Observe que, en lugar de la conmutatividad 
del producto hermitiano, tenemos la formula 

(Z } W) = WZ). 

Si Z y W son vectores reales, entonces el producto hermitiano (Z, W) es igual 
que el producto interior. 

Entonces se puede desarrollar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Sch- 
midt igual que antes, pero usando el producto hermitiano en lugar del producto 
interior. 

En la aplicacion de este capftulo no necesitamos el producto hermitiano. Todo 
lo que necesitamos fue que una matriz compleja A de n x n tuviera un valor 
propio y que los valores propios fueran las raices del polinomio caracterfstico 

det(tl — A). 

Tal como se menciono antes, un polinomio no constante con coeficientes comple- 
jos siempre tiene una rafz en los numeros complejos, de manera que A siempre 
tiene un valor propio en C. En el texto demostramos que, cuando A es real y 
simetrica, tales valores propios, de hecho, deben ser reales. 
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I, §1, pag. 8 



A + B 

A — B 

3.4 

-2B 

1. 

(1,0) 

(3, —2) 

(6,-3) 

(2,-2) 

2. 

(-1,7) 

(-1,-1) 

(-3,9) 

(0,-8) 

3. 

(1,0,6) 

(3, -2, 4) 

(6, -3, 15) 

(2, -2,-2) 

4. 

(-2, 1,-1) 

(0,-5, 7) 

(-3, -6, 9) 

1 

cn" 

5. 

(3tt, 0, 6) 

(-*,6,-8) 

(3*, 9, -3) 

(-4*, 6, -14) 

6. 

(15 + *,1,3) 

(15-*, r 5, 5) 

(45,-6,12) 

(-2*, -6, 2) 


I, §2, pag. 12 

1. No 2. Si' 3. No 4. Si 5. No 6. Si 7. Si 8. No 

I, §3, pag. 15 

1. (a) 5 (b) 10 (c) 30 (d) 14 (e) * I, 2 + 10 (f) 245 

2. (a) -3 (b) 12 (c) 2 (d) -17 (e) 2* 2 - 16 (f) 15* - 10 

4. (b) y (d) 
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I, §4, pag. 28 

1. (a) y/l (b) \/l0 (c) \/30 (d) v/14 (e) y/loT^ 2 (f) n/245 

2. (a) V2 (b) 4 (c) s/Z (d) V26 (e) V58 + 4 tt 2 (f) VlO + x 2 


»• (a) (|,-|) (b) (0,3) 


(«) 


x 2 -8 
2x 2 + 29 


(2x, —3, 7) (f) 


(c) (-§,§,§) 

15x- 10 


(d'l (11 _si M-) 

\ U J \ 26 } 26 ’ 13 / 


10 + 7 r 2 


(tt, 3, -1) 


4. (a) (-|,|) (b) (-§,£) (c) (&,-£, f) (d) -ff (-1, -2,3) 


(*) W £ lF( 15 -- 2 - 4 ) 

5 ‘ (a) (b) 7s (c) Vu 755 (d) 

, ^ 35 6 n ^ 1 16 25_ 

6 ‘ V41 -35’ v / 41 _ 6’° V17-26V41-17V26-41 

7. Multipliquemos escalarmente la suma 

C\A\ 4" • • • 4“ CrAr — O 


3tt-2. 


13 ( , -1 

vWn w v^i2 


por A t . Hallamos que 

c\A\ • Ai 4* • • * 4" CtAt • A» 4* ■ • * 4* c r Ar • Ai = O • Ai = 0. 

Como Aj • A, = 0 si j ^ i , hallamos que 

Cj At • A,- — 0. 

Pero, por suposicion, A» • A t ^ 0 . Por tanto, c* = 0, como se querfa demostrar. 

8. (a) || A + £|| 2 + ||A - B|| 2 = (A + B) ■ (A + B) + (A - B) ■ (A - B) 

= A 2 + 2AB + B 2 + A 2 -2AB + B 2 

= 2A 2 +2B 2 = 2\\A}\ 2 + 2\\B\\ 2 

9. ||A - 5|| 2 = A 2 - 2A • B + B 2 = ||A|| 2 - 2||A|| ||5|| cos 6 + ||5|| 2 
I, §5, pag. 33 

1. (a) Sea A = P 2 — P\ = (—5, —2, 3) . Una representation parametrica de la recta es 

X(t) = Pi + tA = (1, 3, -1) + <(— 5, -2, 3) . 

(b) (— 1, 5,3) + t(— 1, —1,4) 


2. X = (1, 1, — 1) + t(3, 0, —4) 3. X = (-1,5,2) + t(-4, 9,1) 

4. (a) (-f,4,l) (b) (-§,£, 0), (-|,f,l) (c) (0,^,-f) (d) (-l f “l) 


P + \{Q-P) = 


P±Q 


2 
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I, §6, pag. 39 

1. Los vectores normales (2, 3) y (5, —5) no son perpendiculares entre s£ debido a que 
su producto interior 10 — 15 = —5 no es igual a 0. 

2. Los vectores normales son (— m,l) y (— m', 1) y su producto interior es igual a 
mm' 4- 1 . Los vectores son perpendiculares si, y solo si, este producto interior es 
igual a 0, lo que equivale a que mm ' = —1. 

3. y = a: + 8 4. 4g/ = 5x — 7 6. (c) y (d) 

7. (a) x — y 4- 3z = — 1 (b) 3x + 2y — 4z = 2 tt + 26 (c) x — 5z = —33 

8. (a) 2x4- y 4- 2* = 7 (b) 7x — Sy — 9z = — 29 (c) y 4- z = 1 

9. (3, —9, —5), (1, 5, —7) (Otros serfan multiplos constantes de estos.) 

10. (-2,1,5) 11. (11,13,-7) 

12. (a) X = (l, 0,-1) + *(-2,1,5) 

(b) X = (-10, -13, 7) + *(11, 13, -7) o tambien (1,0, 0) + *(11, 13, -7) 




oo 4 ? ( d ) - 2 


\/66 


14. (a) (-4,?,%) (b) (?§,“,-&)■ 


15. (1,3, -2) 


II, SI, pag. 45 

1. A + B 




-2 B = 
2 A + B 
A-2B = 
2. + + U = 


2 -10 4 
-2 -2 2 




3-8 7 
-3 -2 4 


_ f —3 15 -6 A 
“ V 3 3 -3 y 

1 12 -A 

12 OJ 

— (iiO 


3 B 
v4 + 2B = 


3B = 


B- A = 


-3 3 
0 -9 


-2 3 -5 
2 1 -3 


0- 


t4 + 2 B 


=(u). —Oi). —(ii) 


Renglones de ^4: (1, 2, 3), (-1,0,2) 
Columnas de A: > (^j 

Renglones de B: (— 1,5,— 2), (1,1,— 1) 
Columnas de B: T 1 ^ ^ \ ^ 
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Renglones de A: (1, -1), (2, 1) Columnas de A: 




Renglones de B: (-1, 1), (0, -3) Columnas de B: 

(1 -1\ /-I 1 

4, (a) *A = 2 0 , ‘B = I 5 1 

V 3 2/ V-2 -1 

(■■>*-(-“)• 

5. Sea Cij = a{j + bij . La componente ij de *(A + B) es Cji = a Jt 4- , la cual es la 

suma de la componente ji de A mas la componente ji de B . 


7. Son iguales 8. 


es igual 


f 0 2 
^0-2 

»• A+,A =(i -0 


10. (a) t {A + t A) — , AA tt A = t A + A = AA ( A. 

(b) \A - *4) = ‘A— “A = —(A — ‘A) . 

(c) Los elementos diagonales son iguales a 0, ya que satisfacen 


dii — flt’i* 


II, §2, pag. 55 
1. IA = AI = A 2. O 

•-(•>(:?) w(s) («)(s.s) 

BAm 0l) 

6. AC = CA=^ BC = CB=^ j) 

Si C = xl , donde x es un numero, entonces AC — C A — xA. 

7. (3, 1, 5) , primer renglon 

8. Segundo renglon, tercer renglon, i-esimo renglon 



11. Segunda columna de A 12. j-esima columna de A 
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”•<*>(;) < b > (?) (•) («■) < d > (,°) 

fa ai + n 
\c cx -f d J ' 


14. (a) 


Sume un multiplo de la primera columna a la segunda. Los 


otros casos son similares. 

/° 0 1 \ 

16. (a) A 2 = I 0 0 0 , 

VO 0 0/ 


A 3 = matriz O . Si B = 



entonces 



5 4 = O. 


A* = 



17 . 


18. Matriz diagonal cuya diagonal es af , a% . . . , a* . 


19. 0,0 



( 0 l\ 

20. (a) | 

1—10/ 

(b) ( 

\ 1 V 

-aV 


para cualesquiera a, b / 0; si 6 = 0, entonces a = 0. 


21. (a) La in versa es I -f A. 

(b) Multiplique J — A por I -f A -f A 2 en cada lado. ^Que obtiene? 

22. (a) Multiplique cada miembro de la relacion B = TAT ”’ 1 por la izquierda por T~ x 
y por la derecha por T. Obtenemos 

T~ l BT = T-'TAT-'T = IAI = A. 

En consecuencia, existe una matriz, a saber, T _1 , tal que T -1 BT — A. Esto 
significa que B es semejante a A. 

(b) Suponga que A tiene inversa A ~ 1 . Entonces TA^T~ l es una in versa de B , 


ya que 


TA~ 2 T~ l B = TA~ l T~ l TAT -1 = TA^AT” 1 = TT~ l = I. 


Y, en forma similar, BTA 2 T 1 = /. 

(c) Considere la transpuesta de la relacion B = T4T -1 . Obtenemos 


( B = 'T~ l t A t T. 


Esto significa que t B es semejante a ‘A, debido a que existe una matrix, a sabci , 
'T -1 = C, tal que ‘B = CAC~ l . 
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23. Los elementos diagonales son flu 611 , . . . , a nn b nn . Se multiplican componente a 
componente. 



26. Multiplique AB a cada lado por B 1 A 1 . ^Que obtiene? Observe el orden en el 
que se consideran las inversas. 

27. (a) La formula de adicion para el coseno es 

cos(0i + 0 2 ) = cos 9 1 cos 02 — sen 0\ sen 02- 

Esta formula y la del seno daran por resultado lo que usted quiere. 

(b) yl(0)“' 1 = A(— 0). Multiplique A{9) por A(— 0); £que obtiene? 

(c) A n = f C ° S n * Sen ^ ) . Puede probar esto por induccion. Considere el 

v ^ sen nd cos n0 J 

producto de A n por A. ^Que obtiene? 



32. Las coordenadas de Y estan dadas por 


yi = x\ cos 9 — x 2 sen 0, 
y 2 — xi sen 0 -f x 2 cos 0. 


Halle y\ + y\ mediante un desarrollo, usando simple aritmetica. Muchos terminos 
se cancelaran para dejar x\ + x 2 . 


33. (a) 


/I 4 2 —2 \ 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
\o 0 0 0/ 


(b) 


/o 0 0 0\ 

2 3-111 
0 0 0 0 
\0 0 00 / 


34. (a) Intercambie el primer renglon de A con el segundo. 

(b) Intercambie el segundo renglon de A con el tercero. 

(c) Sume cinco veces el segundo renglon de A al cuarto. 

(d) Sume —2 veces el segundo renglon de A al tercero. 


35. (a) Multiplique el primer renglon de A por 3. 

(b) Sume 3 veces el tercer renglon al primero. 

(c) Reste 2 veces el primer renglon del segundo. 

(d) Reste 2 veces el segundo renglon del tercero. 
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36. (a) Ponga el renglon s de A en el lugar r, ceros en todo lo demas. 

(b) Intercambie los renglones r y s , ponga ceros en todo lo demas. 

(c) Intercambie los renglones r y 3 . 

37. (a) Sume 3 veces el renglon s al renglon r . 

(b) Sume c veces el renglon s al renglon r . 


II, §3, pag. 65 

1. Sea X — (zi, . . . , x„) . Entonces X • Ei = Xi , de manera que si este es 0 para todo 
* , entonces x , = 0 

3. X • (c\A\ + • — b c n A n ) = c\X • Ai + • — f- c n X • A n = 0. 


II, §4, pag. 72 

(Hay varias respuestas posibles para la forma escalonada por renglones; mostramos una 
de ellas, pero otras tambien son correctas.) 


1. (a) 


(b) 


(b) 



y tambien 


y tambien 


j 

(i 

-2 

3 

2. (a) 

0 

3 

-4 

\ 

lo 

0 

7 

i 

( 2 

0 - 

-7 

(b) 

: 0 

1 

3 - 

1 

lo 

0 

0 

; 

( 1 

2 - 

-1 

3. (a) 

' 0 

0 

3 - 

! 

lo 

0 

0 - 


y tambien 


y tambien 


o tambien 




i 

n 0 

4 

11 

13 \ 
11 ^ 

0 tambien 

0 1 



11 

3 

11 


0 0 

0 

0 

f 

lo 0 

0 

0 / 


II, §5, pag. 79 


!• W -4 -6 

20 V — 12 2 


1 -7\ /2 23 —11' 

2 (b) - 1 19-8 

6/ 0 VO -15 5, 



Respuestas a los ejercicios 


249 




/ 0 -19 0\ 

-32 -14 12 

V 28 17 -20/ 

/ —17 7 -9 

I 11 —7 5 

\ 13 -7 11 


2. El efecto de multi plicar por I r3 consiste en poner al renglon s en el lugar r y ceros 
en todo lo demas. Asf, el renglon s de I rs A es 0. Al multiplicar por I r3 una vez 
mas se pone 0 en el lugar r. y 0 en todo lo demas, de manera que I^ s = O . 


3. Tenemos E rs (c) = I -f cl rs y E rs (c ') = I -f c'I rs , de manera que 


E r3 (c)E rs (c') = (/ + cl r3 )(l + cl rs ) 

= I + cl r3 + C I r3 4* CC I^s 


= I + (c 4* c')I r3 porque I? s — O 
= E rs (c + C). 

Ill, §1, pag. 87 

1. Sean B y C perpendiculares a A* para todo i. Entonces 

{B -f C) • Ai — B • Ai + C • A t = 0 para todo i. 

Ademas, para cualquier numero x , 

(xB) • A, = x(R • A*-) = 0. 

Por ultimo, O • A t = 0 para todo i. Esto prueba que PF es un subespacio. 

2. (c) Sea W el conjunto de todas las (x,y) tales que x + 4 y = 0. Entonces, los 
elementos de W son de la forma (—4 y } y) . Al poner y = 0 se muestraque (0, 0) esta 
en W. Si (—4 y,y) y (— 4^, y‘) estan en W , entonces su sum a es (— 4 (y-f 2 / / ), y + y ') , 
y, por tanto, esta en W. Si c es un numero, entonces c(— 4y, y) = (—4 cy,cy), que 
pertenece a W . Por tanto, W es un subespacio. 

4. Suponga que v\ y V 2 estan en la interseccion U n W . Entonces su suma v\ -f- V 2 
esta tanto en U (ya que v\ y V 2 estan en U) como en W (porque Vi y V 2 estan 
en W) de manera que esta en la interseccion U fl W . Dejamos al lector las otras 
condiciones. 

Ahora probemos parcialmente que U + W es un subespacio. Sean ui y U 2 
elementos de U y y W 2 elementos de W . Entonces 

(ui + twi) ( U 2 -f ^2) = ui -h U2 -h wi + w 2 , 

y esta tiene la forma u -f w, con u = u\ + U 2 en U y w = w\ -f w z en W. Por 
tanto, la suma de dos elementos de U + W tambien esta en U -f W . Dejamos al 
lector las otras condiciones. 

Con respecto a (iii), dado un vector arbitrario (s,t), resuelva por eliminacion 
el sistema de ecuaciones lineales que proviene de 

xA + yC = (s,*). 

Al hacerlo el lector hallara que es necesario que ad — be / 0. 
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6. Vease el Capi'tulo I, seccion §4, Ejercicio 7. 

9. (3,5) 10. (-5,3) 

III, §4, pag. 102 

2. (a) A- B, (1,-1) (b) +§*,(§,!) 

(c) A + B, (1, 1) (d) 3 A + 2 B, (3, 2) 

3- W (»>) (1-0,1) (c) (1,-1,-f) 

4. Suponga que ad — be ^ 0, Sean A — (a, b) y C = (c, d ) . Suponga que tenemos 

xA 4- yC = O. 

Esto significa, en terminos de coordenadas, que 

xa + yc — 0, 
xb -f yd = 0. 

Multiplique la primera ecuacion por d, la segunda por c y reste. Hallamos que 

x(ad — be) = 0. 

Como ad — be ^ 0, esto implica que x = 0. Una eliminacion similar muestra que 
y = 0. Esto prueba (i). 

Recfprocamente, suponga que A y C son linealmente independientes. Entonces 
ninguna de ellas puede ser (0, 0) (de otra manera se escoge x,y ^ 0 y se obtiene 
xA -f yC = 0, lo cual es imposible). Digamos que b o d ^ 0. Entonces 

d(a } b) — b(c, d) = (ad — be , 0). 

Como se supone que A y C son linealmente independientes, el miembro de la 
derecha no puede ser 0, por lo que ad — cb / 0 . El argumento es similar si a o 
c 5^ 0 . 

Con respecto a (iii), dado un vector arbitrario (s } t), resuelva el sistema de 
ecuaciones lineales que proviene de xA *f yC = por eliminacion. El lector 

encontrara precisamente que necesita que ad — be ^ 0 para hacerlo asf. 

6. Vea el Capitulo I, seccion §4, Ejercicio 7. 

11. Base posible: (j j) , (° j) , j) , (j j) 

12. {Eij} donde Eij tiene componente 1 en ellugar (i,j) y 0 en todos los demas. Estos 
elementos generan Mat(m x n ) , debido a que, dada cualquier matriz A = («»>), la 
podemos escribir como unA combinacion lineal 

A = T. ; UijEij. 

Ademas, si 

^ = Ylt Ylj QijEij, 

entonces debemos tener que a»> = 0 para todos los indices i y j } por lo que lo« 
elementos E tJ son linealmente independientes. 
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13. Ei , donde Ei es la matriz de n x n cuyo termino it es 1 y todos los demas son 0. 

14. Se puede escoger una base que conste de los eiementos Eij que tengan componente 
ij igual a 1 para t < j y todas las demas componentes iguales a 0. El numero de 
tales eiementos es 



16. Se puede tomar como base para el espacio Sim(n x n) de las matrices simetricas 
de n x n a los eiementos Ea , donde i < jf, que tienen componente ij igual a 1, 
componente ji igual a 1 y componente rs igual a 0 si (r, s) ^ (t,j) o (j> i) . La 
prueba de que estos generan a Sim(n X n) y que son linealmente independientes es 
semejante a la prueba que aparece en el Ejercicio 12. 

Ill, §5, pag. 107 

1. (a) 4 (b) mn (c) n (d) n(n -f l)/2 (e) 3 (f) 6 (g) n(n -f l)/2 

2. 0, 1 6 2, por el Teorema 5.8. El subespacio consta solo del O si, y solo si, tiene 
dimension 0. Si el subespacio tiene dimension 1, sea v\ una base. Entonces el 
subespacic5 consta de todos los eiementos tv\ , para todos los numeros t , por lo que, 
por definicion, es una recta. Si el subespacio tiene dimension igual a 2, sean v\ y V 2 
una base. Entonces el subespacio consta de todos los eiementos t\V\ +<2 *>2, donde 
<1 y <2 son numeros, por lo que es, por definicion, un piano. 

3. 0, 1, 2 6 3 por el Teorema 5.8. 

III, §6, pag. 114 

1. (a) 2 (b) 2 (c) 2 (d) 1 (e) 2 (f) 3 (g) 3 (h) 2 (i) 2 

IV, §1, pag. 118 

1. (a) cos x (b) e x (c) 1/x 2. (l/\/2, l/\/2) 

3. (a) 11 (b) 13 (c) 6 

4. (a) (e,l) (b) (1,0) (c) (1/e, -1) 

5. (a) (e + 1,3) (b)(e 2 + 2,6) (c) (1,0) 

6- (a) (2,0) (b) (7re,7r) 

7. (a) 1 (b) 11 

8. Elipse 9x 2 -f 4 y 2 = 36 9. Recta x = 2y 

10. ( >fr< ulo x 2 4- y 2 = e 2 , circulo x 7 + y 2 = e 2c 
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11. Cilindro, radio 1, eje z = eje del cilindro 12. Cfrculo x 2 + y 2 = 1. 

IV, §2, pag. 125 

1. Todos excepto (c) y (g) 

2. Solo el Ejercicio 8. 

5. Como AX = BX para todo X , esta relacion es verdadera, en particular cuando 

X = E* es el j -esimo vector unitario. Pero entonces AE* = A J es la columna j 

de -A y BE J = iU es la columna j de B , por lo que para todo j . Esto 

prueba que A — B . 

6. Solou = 0, ya que T u (0) = u y, si T u es lineal, entonces debemos tener 

T u (0) = 0. 

7. La recta S se puede representar en la forma P -f tvi con todos los numeros t. 
Luego, L(S) consta de todos los puntos 

L(P) + tL(vi). 

Si L(y i) = O, este es simplemente un punto sencillo. Si L(v i) ^ O, esta es una 
recta. Otros casos se resuelven en forma similar. 

8. Es un paralelogramo cuyos vertices son B> 3A } 3 A + B, O. 

9. Es un paralelogramo cuyos vertices son 0, 2 B , 5 A, 5 A -f 2 B . 

10. (a) (-1,-1) (b) (-2/3,1) (c) (-2,-1) 

11. (a) (4,5) (b) (11/3, -3) (c) (4,2) 

12. Suponga que tenemos una relacion x{Vi = O. Aplique F\ obtenemos 

= Y^ x * w i = O. Como los Wi son linealmente independientes, se infiere 
que todo x; = 0 . 

13. (a) Sea v un elemento arbitrario de V. Como F(vo) / 0, existe un numero c tal 
que 

E(v) = cE(v 0 ), 

a saber, c = F(v)/F(v o ) . Entonces F(v-cvo) = 0, por tanto, haga w = v—cv o . 
Hemos escrito v = w -f cv o , tal como se deseaba. 

(b) W es un subespacio, por el Ejercicio 3. Por la parte (a), los elementos vo, 
vi, .. . , v n generan a V. Suponga que existe una relacion lineal 

Co Vo + cm H 1- CnVn = O. 

Aplique F. Obtenemos coF(v o) = 0. Como F(v o) 0, se infiere que Co = 0. 
Pero entonces c, = 0 para i = l,...,n, debido a que vi,,..,v n forman una 
base de W. 

IV, §3, pag. 131 

1 y 2. Si U es un espacio de V } entonces dimL({7) < dim?7. Por tanto, la imagen 
de un subespacio bidimensional es 0, 1 6 2. Una recta o piano es de la forma P-f U , 
donde IJ tiene dimension 16 2. Su imagen es de la forma L(P) 4* L{U) , de m&ncrn 
que aliora lem asertos estan claros. 
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3. (a) Por la formula de la dimension, la imagen de F tiene dimension n. Por el 
Teorema 4.6 del Capitulo III, la imagen debe ser todo W . 

(b) Es similar. 

4. Use la formula de la dimension. 

5. Como L(vq +«) = £(vo) si u esta en Ker L 1 todo elemento de la forma vo *4* u es 
una solucion. Recfprocamente, sea v una solucion de L(y) = w. Entonces 

L(v — v 0 ) = L(v) — L(vo) = w — w = 0, 

por lo que v — vq = u esta en el nucleo y v = wo 4- ti . 

6. Funciones constantes. 

7 . Ker D 2 = polinomios de grad < 1 , Ker D n = polinomios de grad < n — 1 . 

8. (a) Multiplos constantes de e x (b) Multipios constantes de e ax . 

9. (a) n — 1 (b) n 2 — 1 . 

10. A = Si A=B + C = B 1 +C 1 , entonces 

B - fli = Ci - C. 

Pero B — B\ + C\ — C es simetrica y antisimetrica, y por tanto O, ya que cada 
componente es igual a su propio negativo. 

11. (c) Tomar la transpuesta de (;4 + ^4)/2 demuestra que esta es una matriz simetrica. 

Reciprocamente, dada una matriz simetrica B , vemos que B = P{B), de ma- 
nera que B esta en la imagen de P. 

(d) n(n — l)/2. 

(e) Una base para las matrices antisimetricas consta de las matrices E%j con i < j , 
que tiene componente ij igual a 1, componente ji igual a — 1 y tod as las otras 
componentes iguales a 0. 

12. Semejante all. 

13 y 14. Similar a 11 y 12. 

15. (a) 0 (b) m + n, {(«», 0), (0, tv^)} ; « = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n. Si {it,} es una 

base de U y {tnj} es una base de W . 

16. (b) Se ve claramente que la imagen esta contenida en U + W . Dado un elemento 

arbitrario u + w con u en U y w en W > podemos escribirlo en la forma 
u + w = u — (— w),lo que demuestra que esta en la imagen de L . 

(c) El nucleo de L consta de aquellos elementos (u,w) tales que u — w = 0, de 
manera que u = w. En otras palabras, consta de las parejas (u,u) y u debe 
pertenecer a U y a W, por tanto, esta en su interseccion. Si {tti,...,u r } es 
una base para U n W ) entonces {(ui, u\ (w r , ti r )} es una base del nucleo 
de L . La dimension es la misma que la dimension de U n W . Despues se aplica 
la formula de la dimension que aparece en el texto. 


IV, §4, pag. 139 
1. n- 1 2. 4 


3. n - 1 
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4. (a) dim. = 1 

(b) dim. = 2 

(c) dim. = 1 

(d) dim. = 0 


base = (1, —1, 1) 
base = (1, 1, 0)(0, 1, 1) 


base 


■( 


x - 3 x + 2 
10 5 5 


- 1 ) 


5. (a) 1 (b) 1 (c) 0 (d) 2 


6. Un teorema establece que 

dim V — dim Imi + dim Ker L. 

Como dim Ker L > 0, se infiere la desigualdad deseada. 

7. Una prueba (hay otras): rango A = dimlm La . Pero Lab = La o Lb . Por tanto, 
la imagen de Lab esta contenida en la imagen de La . En consecuencia, rango 
AB < rango A . 

Con respecto a la segunda desigualdad, observe que el rango de una matriz es igual 
al rango de su transpuesta, debido a que el rango por columnas es igual al rango 
por renglones. Por ese motivo, 

rango AB = rango t B t A. 

Ahora aplique la primera desigualdad para obtener rango t B t A < rango l B = 
rango B. 


IV, §5, pag. 145 


1. (a) 


/l 0 0 o\ 
(o 1 0 0 ) 


(b) 3/ (d) 71 


/I 0 0 0\ 

(b) I 0 1 0 0 J 

\0 0 1 0 / 


(e) -/ (f) 


/I 0 0 0\ 
0 10 0 
0 0 0 0 
\0 0 0 0/ 


2. cJ, donde I es la matriz unitaria de n x n. 

»• W (J 1 0 W (: :? ij 

/ 0 1 — 2 \ / 3 0 0 \ 

4. (a) 3-2 4 (b) 0 -7 0 

V-l 15/ \0 0 5/ 

f-2 0 1\ 

(c) 0 00 

V 7-10/ 

5. Sea Lvi = J2 c >i w j- Sea C = (c tJ ). La matriz asociada es *C y el efecto de I, 
sobre un vector X de coordenadas es l CX . 
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V, §1, pag. 151 

1. Sea C = A — B. Entonces CX = O para todo X . Considere X = E J como 
el j-e simo vector unitario para j = 1 , ...,n. Entonces CE * — C * es la j-esima 
columna de C . Por suposicion, CE J = O para todo j, de manera que C = O . 

2. Use la distributividad y el hecho de que F o L = £ o F . 

3. La prueba es igual a la que se hace con niimeros. 

4. P 2 = £(/ + T) 2 = }(7 2 + 2T7 + T 2 ) = i(2/ + 2T) = |(/ + T) = P. La parte (b) 
se deja al lector. Con respecto a la parte (c), vea el siguiente problema. 

5 (a) Q 2 = (7 - P) 2 = I 2 - 2/P + P 2 = 7 - 2P + P = / - P = Q. 

(b) Sea v £ ImP tal que = Pw para algun w. Entonces Qv = QP V = 0, ya 
que QP = (7 — P)P — P — P 2 = P — P = O . Por tanto, ImP C KerQ. 
Reciprocamente, sea v £ Ker Q tal que Qv = 0. Entonces (7 — P)v = 0, 
por lo que v — Pv = 0, y v = Pv , por lo que v £ ImP; en consecuencia, 
Ker Q C ImP. 

6. Sea v £ V . Entonces v = v — Pv + Pv , y v — Pv £ KerP, ya que 

/>(„ _ Pt,) = Pv - p 2 v = Pv- Pv = 0. 

Ademas Pu £ ImP, lo que prueba (a). 

Con respecto a (b), seat; £ ImPfl KerP. Como v £ ImP, existe w £ V tal que 
v = Pw. Como v £ KerP, obtenemos 

0 = Pv — P 2 w = Pw = v, 

de modo que v = 0, con lo que tambien se ha probado (b). 

7. Suponga que u -f w = u\ -f- wi . Entonces u — u\ — w\ — w. Pero u — u\ £ U y 
wi — w £ W , debido a que U y W son subespacios. Por suposicion, U D W = {0} , 
y concluimos que u — u\— ^ = w, por lo que u — u\ y w = W\ . 

8. P 2 (u, tt;) = P(u, 0) = (u, 0) = P(«, tt;) . De modo que P 2 = P . 

9. La dimension de un subespacio es < la dimension del espacio. Entonces 

Im F o L < Im P, de modo que dim Im F o L < dim Im P 

y asi, rango F o L < rango P. Esto prueba una de las formulas. Con respecto a la 
otra, considere P como una combinacion lineal definida sobre Im L . Entonces 

rango P o L = dim Im P o L < dim Im L — rango L. 


V, §2, pag. 156 

1. Rg 1 = R-e debido a que Re o R_ e = Re-e = Ro = 7 . La matriz asociada con 
Rq 1 es 

( cos^ sen^ 

— sen# cos^ 


debido a que cos(— 6) = cos 0 . 
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3. Las composiciones siguientes son la identidad: 

F o G o G -1 o F _1 = I y G -1 o F~' o F o G = I. 

4, 5, 6. En cada caso demuestre que el nucleo es igual a O y aplique el teorema 
apropiado . 

7 al 10. La prueba es similar a la misma prueba para las matrices, usando la distri- 
butividad. En 7 tenemos 

(7 - L) o (J + L) = 7 2 - L 2 = I. 

Con respecto a 8, tenemos que L 2 +27 = — 7, de modo que L(—L — 2 I)L = 7, por 
lo que 7 _1 = —L — 27. 

11. Es suficiente probar que v y w son linealmente independientes. Suponga que 
xv + yw = O . Aplique L . Entonces 

L{w) = L(L(v)) = O 

ya que I? = O . En consecuenda, L(xv) = xL(v ) = O. Como L(v) O , se infiere 
que x = 0 . Entonces y = 0 por que w / O . 

12. F es inyectiva, su nucleo es 0. 

(b) F no es suprayectiva; por ejemplo (1,0,0,.. .) no esta en la imagen. 

(c) Sea C(xi, X2, . . .) = (x2, X3, . . .) (elimina la primera coordenada). 

(d) No; en caso contrario F tendrfa una inversa, lo cual no sucede. 

13. La linealidad se comprueba facilmente. Para demostrar que L es inyectiva, es 

suficiente mostrar que Ker L = {0} . Suponga que L(u , w) = 0; entonces u + w = 0, 

de manera que u = —w. Por suposicion, U n W = {0} y u £ U > —w € VP, por lo 

que u = w = 0. En consecuenda, Ker L = {0} . 

L es suprayectiva debido a que, por suposicion, todo elemento de V se puede 
escribir como la suma de un elemento de U mas un elemento de W. 

VI, §1, pag. 164 

2. Sea X = *(x, y) . Entonces 

( X , A r ) = ax 2 + 2 bxy + dy 2 = a (x + -y) + — — — y 2 . 

Si ad — b 2 > 0, entonces { X } X ) es una suma de cuadrados con coeficientes positivos 
y uno de los terminos no es igual a 0, por lo que (X, X) > 0 . Si ad—b 2 < 0 , entonces 
de a y cualquier valor no nulo y sea x = —by ja. Entonces (X, X) < 0. 

Si a = 0, sea y = 0 y de a x cualquier valor. Entonces l XAX = 0. 

3. (a) si (b) no (c) si (d) no (e) si (f) si 

4. (a) 2 (b) 4 (c) 8 

r>. Los elementos diagonales no cambian bajo la transposicion, de manera que las fcrazas 
de A y l A son las mismas. 
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6. Sea AA = ( dj ). Entonces 




= £ 


n 

k= 1 


® i fc fc i • 


Por tanto, 

tr(A>l) = £" =1 £Li 

y aikdki = aj k debido a que .4 es simetrica, por lo que la traza es una suma de 
cuadrados, por tanto, > 0. 


8. (a) ti(AB) — a 'jbji — TV bjiCLij. 

Pero cualquier par de letras se puede usar para denotar indices en esta suma, la 
cual se puede escribir en forma mas neutral como sigue: 

Sr=l Y^3 = l brsdar. 

Esta es precisamente la traza tr(BA). 

(b) tr (C^ AC) =tr (ACC~ l ), por la parte (a), de modo que es = tr(v4). 


VI, §2, pag. 174 

1- W ^(1, 1,-1) y ^=(1,0,1) 

(b) 7l (2 ’ 1,1)1 

2 - ^ (1 ' 2 ’ 1 ' 0)y ^ ( - 1 ’- 2 > 5 ’ 3) 

3. ^=(1, 1, 0, 0) , 2 (I? ”"1j Ij 1) > ^—(—2, 2, 3, 1) 

5. VS0(t 2 - 3t/4) , Vlt 

6. V&Q(t 2 - 3t/4) , y/lt, 10t 2 - 12t + 3 

9. Use las formulas de dimension. La traza es una aplicacion lineal de V en R. Como 

dim V = dim Ker tr -f dim Im tr, 

se infiere que dim W = dimV — 1, por lo que dim W x = 1 por el Teorema 2.3. 
Sea I la matriz unitaria de n x n. Entonces tr(A) = ti(AI) para toda A £ V, de 
manera que tr (AI) = 0 para A £ W . En consecuencia, I £ W ± . Como tiene 
dimension 1, se infiere que / es una base de W 1 - . (£,Sencillo?) 

10. Tenemos que { X , AY) = (X, bY) = b(X, Y ) , y ademas 

(X, AY) = (AX, Y) = { aX , Y) = a(X, Y). 

Por tanto, «(X, Y) = b(X, Y ) . Como a ^ b, se infiere que (X, Y) = 0. 
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VI, § 3 , pag. 178 

1 . Con respecto a todos los vectores columna X y Y , observamos que t XAY es una 
matriz de 1 x 1 , de modo que es igual a su propia transpuesta. Por consiguiente, 

<f> A (X, Y) = ‘XAY =* {‘XAY) = ‘Y‘A U X = ‘YAX = <fi A (Y,X). 

2 . Redprocamente, si ~p a(X, Y) = <fi A {Y, X ) , entonces un argumento semejante al 
anterior muestra que 

‘XAY = ‘X‘AY 

para todos los X, Y. Entonces A = ‘A, por la prueba de unicidad que aparece en 
el Teorema 3 . 1 . 

3 . (a) 2 xiyi - 3 xxy 2 + 4 x 2 yi + x 2 y 2 

(b) 4 xi^i + xiy 2 — 2 x 2 yi 4 * ^>x 2 y 2 

(c) 5x 1 y 1 + 2xiy 2 +TX 2 yi + 7x 2 y 2 

(d) xiyi + 2 xiy 2 - xi y$ - Zx 2 y\ + x 2 y 2 + 4 x 2 y$ + 2 x 3 2 /i 4 - 5 x 3 j / 2 - £ 32/3 

(e) —4xiyi -f 2x\y 2 4 - xi # 3 + 3 x 2 Vi 4 * x 2 y 2 -f x 2 y^ 4 - 4 - 2 x 3 yi 4 - 5 x 3 j /2 4 * 7 x 3 # 3 

(f) — \x\yi 4 - 2 x!y 2 - 5 xi y$ -f x 2 y\ 4 * \x 2 y 2 4 - 4 x 2 y 3 - £ 3 j/i 4 - 3 x 3 y 3 


VII, § 2 , pag. 190 

1. (a) -20 (b) 5 (c) 4 (d) 5 (e) -76 (f) -14 

2. (a) -18 (b) 45 (c) 0 (d) 0 (e) 4 (f) 14 (g) 108 (h) 135 (i) 10 

3. diia22 ' * * 0>nn 4. 1 

5. Aun en el caso de 3x3, siga las directrices generales. Reste la segunda columna 

multiplicada por x 3 de la tercera. Reste la primera columna multiplicada por X\ 

de la segunda. Obtendra 

1 0 0 
i 2 

1 X2 — Xi X 2 — X2£l 
1 X 3 — Xi x| — X 3 Xi 

Al desarrollar conforme al primer renglon se obtiene 


£2 - £i £2(£2 - £i) 
£3 - £i £3(£3 — £i) 


El lector puede factorizar X 2 — xi en el primer renglon y x 3 — x\ en el segundo 
renglon para obtener 


(x 2 - xi)(x 3 - £i) 


1 X2 

1 £ 3 


Use despues la formula para los determinantes de 2x2 a fin de obtener la respuesta 
deseada. 

Ahora haga con detalle el caso de 4 x 4 para entender el patron, y luego efectue 
el caso de n x n, por induccion. 


6. (a) 3 
(g) 40 


(b) -24 (c) 16 

N 

(h) -10 (i) fj an 

t = l 


(e) 0 (f) 8 


(d) 14 
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7. 1 8. < 2 + 8* + 5 

11. D{cA) = D(cA 1 ,cA 2 ,cA 3 ) = cD(A l , cA 2 , cA 3 ) = c 3 D(A 1 , A 2 , A 3 ) al usar la linea- 
lidad con respecto a cada columna. 

12. D(A) = D(cA 1 ,...,cA n ) = c n D(A 1 9 ...,A n ) usando de nuevo la linealidad con 
respecto a cada columna. 

VII, §3, pag. 195 

1. 2 2. 2 3. 2 4. 3 5. 4 6. 3 7. 2 8. 3 

VII, §4, pag. 198 

1. (a) x = -\,y = \,z = (b) x = £,y = ^ 

( c ) x = —k’V= %’ z = b w = 

(d) x = Y>y= ¥> z = io’ w = 2 

VII, §5, pag. 202 

1. Capftulo II, seccion §5 

2 . d ~ b ) 

ad — be \—c a J 

VII, §6, pag. 212 

2. (a) 14 (b) 1 

3. (a) 11 (b) 38 (c) 8 (d) 1 

4. (a) 10 (b) 22 (c) 11 (d) 0 

VIII, §1, pag. 217 

1. Sea un vec t° r propio. Entonces la multi plicacion de matrices muestra que 

debemos tener x + ay = Ax y y = Xy . Si y ^ 0 , entonces A = 1. Como a / 0, 
esto contradice la primera ecuacion, por lo cual y = 0. Entonces E 1 , que es un 
vector propio, forma una base para el espacio de los vectores propios. 

2. Si A = cl es un multiplo escalar de la identidad, entonces todo el espacio consta 
de vectores propios. Cualquier base de todo el espacio satisface los requisites. El 
unico valor propio es el c mismo, para vectores no nulos. 

3. El vector unitario E' es un vector propio, cuyo valor propio es a, t . El conjunto de 
estos vectores unitarios es una base para todo el espacio. 

4. Sea y = 1 . Entonces, usando multiplicacion de matrices, el lector encontrara que 
t {x } 1) es un vector propio, con valor propio igual a 1. Si 0 = 0 , los vectores unitarios 
E x y E 2 son vectores propios, con valores propios 1 y — 1, respectivamente. 
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5. Sea V 2 = de manera que V 2 es perpendicular a v\ en el Ejercicio 4. La 

multi plicacion de matrices muestra que Av 2 = — V 2 • 



Sea A = ( ? } . Entonces el polinomio caractenstico es (t — a) 2 + b 2 y, para 


que sea igual a 0, debemos tener que 6 = 0 y t = a . Pero a 2 + b 2 = 1 , por lo que 


a = ±1 . 

7. A(Bv) = AjBu = = B\v = Ai?v. 

VIII, §2, pag. 227 

1. (a) (t — dll) . . . (t — Ann) (b) All , • • ■ > Ann 

2. Igual que en el Ejercicio 1 . 

3. (a) (t — 4)(*-f 1) ; valores propios 4, —I ; los correspondientes vectores propios 




(b) (t — l)(t — 2); valores propios 1, 2; vectores propios (1, —1/A) , donde A = 1 y 
A = 2. 

(c) t 2 + 3; valores propios ±V— 3; vectores propios (l,l/(A — 2)) , donde A = y/^Z 

y A = — 3 - 



(d) ( t — 5)(2 4- 1) ; valores propios 5, — 1 ; vectores propios ^ J ) 
tivamente, o multiplos escalares no nulos. 

4. (a) (t — l)(t — 2 )(t - 3) ; valores propios 1, 2, 3; vectores propios 


, respec- 



respectivamente, o multiplos escalares no nulos. 

(b) ( t — 4)(i -f 2) 2 ; valores propios 4, —2; vectores propios 





para — 2. 


para 4; 


y 


Multiplos escalares no nulos de la primera; tambien son posibles las combina- 


ciones lineales del par de vectores propios para —2 , o en general, el espacio de 
soluciones de la ecuacion 


x — y + z = 0. 

(c) ( t — 2 ) 2 (t — 6) ; valores propios 2, 6; vectores propios 



y 



para 2; 



para 6. 


Pueden ser las combinaciones lineales de los primeros dos. Pueden ser multiplos 
escalares no nulos del segundo. 
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(d) (t — l)(t — 3) 2 ; valores propios 1,3; vectores propios 



para 3. 


Pueden ser multiplos escalares del primero. Pueden ser las combinaciones linea- 
les de los dos segundos. 

5. (a) Valor propio igual a 1; los vectores propios son multiplos escalares de *(1, 1). 

(b) Valor propio igual a 1; los vectores propios son multiplos escalares do *(1, 0). 

(c) Valor propio igual a 1; los vectores propios son multiplos escalares de *(0,2). 

(d) Los valores propios son Ai = (1 + y/—3)/2, A 2 = (1 — \J— 3) / 2 ; los valores propios 

son multiplos escalares de *(l, (A + l) -1 ) , donde A = Ai , o A = A 2 . No hay 
ningun vector propio real. 

6. En todos los casos los valores propios son iguales a 1. Los vectores propios son 
multiplos de *(l, 0, 0) . 

7. (a) Los valores propios son iguales a ±1, ±\/— I. Los vectores propios son multiplos 

escalares de *(1, A, A 2 , A 3 ) , donde A es cualquiera de los cuatro valores propios. 
Solo hay dos valores propios reales. 

(b) Los valores propios son 2, (—1 -f \/—3)/2, (—1 — \/— 3) / 2 . Los vectores propios 

son multiplos escalares de ‘^1, A + 1, ) donde A es uno de los 

tres valores propios. Solo hay un vector propio real, a saber, *(1,1,3), excepto 
multiplos escalares re ales. 

VIII, §3, pag. 233 

1. (a) 1, 3 

(b) (1 + VE)/2, (1 - V5)/2 

2. (a) 0, 1, 3 
(b) 2,2rfc\/2 

El valor maximo de / es el numero mayor en cada caso. 


-l±\/74 

2 


VIII, §4, pag. 236 

1. a * x ? S1 > • • • ) a n son los elementos de la diagonal. 

2. Suponga que B tiene como elementos diagonales a Aj /2 , . . . , Xl/ 2 . 

3. Sea v un vector propio / O cuyo valor propio es A. Entonces (Av f v) = (Xv,v) = 
(v } v). Como (v y v) > 0 y (Av, v) > 0, se inhere que A > 0. Escoja una base de 
V que conste de los vectores propios. Entonces el espacio vectorial V se puede 
identificar como el espacio de vectores de coordenadas con respecto a esta base. 
La matriz de A es, pues, una matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son 
los valores propios y, por consiguiente, son positivos. Entonces podemos usar el 
Ejercicio 2 para hallar una raiz cuadrada. 
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4. Es semejante al Ejercicio 3. 

ft. A partir de *(AA) = *A*A = AA, se infiere que A 2 es simetrica. Ademas, para 
v^O, 

( A 2 v , v) = ( Av , *Av) = (Av, Av) > 0, 

debido a que Av ± O , puesto que (Av, Av) > O. 

Como t A~ 1 = A"" 1 , se infiere que A" 1 es simetrica. Como A es invertible, un v 
dado se puede escribir como v = A tv para algun tv (a saber, w = A~ l v). Entonces 

(A -1 v, v) = (A -1 Atv, Atv) = (tv, A tv) = (A tv, tv) > 0. 

En consecuencia, A - ” 1 es definitivamente positiva. 

G. Suponga (i). A partir de la identidad que aparece en la sugerencia, obtenemos 


4 (U v,Uw) = ( U (v H- tv), U(v- \- tv)) — (U(v — tv), U(v — tv)) 

= ((v -f tv), v + tv) — ((v — tv), (v — tv)) 

= 4(v, tv). 

Por tan to, ( Uv , Uw) — (v, tv). El reci'proco es inmediato. 

Suponga (i). Entonces Ker U = O, debido a que, si Uv = O, entonces ||v|| = 0, 
por lo que v = O . Pero una aplicacion lineal, cuyo nucleo es O, de un espacio vec- 
torial de dimension finita, en si mismo, es invertible, de manera que U es invertible. 
Ademas, para todos los v y tv £ V , 

( Uv , U tv) = (*UUv, tv) y tambien es igual a (v, tv), por hipotesis. 

En consecuencia, VU = I , por lo que *U = U~ l . Reci'procamente, a partir de 
X U = £/ _1 , obtenemos 

(Uv, Uv) = (*UUv t v) = (v, v), 

por lo que U satisface (i). 

7. Como t ( t AA) = l A u A = t AA , se infiere que *AA es simetrica. Ademas, para 
v ^ O , tenemos que 

(*AAv, v) = (Av, Av) > 0 

debido a que A es invertible, Av / O. En consecuencia, *AA es definitivamente 
positiva. Sea U = AIT" 1 , donde B 2 — X AA y BA = A£, de manera que B~* A = 
AB" 1 . Entonces 

(Uv, Uv) = (AB~ l v, AB~ l v) = (5" 1 Av, B' 1 Av) 

= (Av i t B~ 1 B~ l Av) 


= (v, AA 2 Av) = (v, v). 

Por tanto, U es unitaria. 

M. Sea v un valor propio no nulo A > 0. Entonces 

( Bv , J5v) = A 2 (v, v) = (v, v) 

debido a que B es unitaria. En consecuencia, A 2 = 1 , por lo que A = ±1 y, como 
A es positivo, A = 1 . Puesto que V tiene una base que consta de vectores propios, 
se infiere que B = I . 
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Este libro, version en espanol de Introduction to Linear Algebra, second edi- 
tion, fue concebido como un texto breve para un curso semestral de alge- 
bra lineal. Por ello, la logica del texto es independiente del calculo excepto 
por algun ejemplo o ejercicio ocasional, y se podri'a utilizar en un curso previo. 

En el primer capitulo el autor analiza la conexion fundamental entre el algebra 
lineal y la intuicion geometrica, y se dan ejemplos concretos de nociones 
que se desarrollan posteriormente. Despues, se comienza con ecuacio- 
nes lineales, matrices y la eliminacion gaussiana, haciendo entasis en 
los aspectos computacionales del algebra lineal. Por ultimo se trabaja con 
transformaciones lineales y productos escalares, y sus relaciones con las 
matrices, combinando asi el aspecto computacional con el teorico. Ademas, 
se tratan los determinantes — de forma breve, omitiendo varias demostra- 
ciones— , y se incluye un capitulo sobre valores y vectores propios como 
introduccion al material de uso constante en las matematicas y sus aplica- 
ciones. 

Este libro, junto con los libros de Calculo e Introduccion al analisis mate- 
matico, forman parte de la trilogia de Lang publicada por Addison-Wesley 
Iberoamericana, coleccion indispensable en la biblioteca del estudioso de 
las matematicas. 
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